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Abstract

Concrete carbonation affects the structure’s service life. Even though there are well defined repair
procedures, they are not widely known, thus employing a custom procedure. This investigation evaluated
three repair procedures for reinforced concrete elements damaged by carbonation-induced corrosion, rec-
reating critical conditions (high water/cement ratio and shallow concrete cover). Procedures A and B con-
sisted in removing concrete at the rebar level (traditional procedure) before repair, adding a NaOH solution
to the new concrete for procedure B. Procedure C consisted in removing contaminated concrete beyond
the rebar level, placing new concrete without addition. Results show that due to the critical conditions rec-
reated, none of the repair procedures allowed a significant increment of the structure’s service life.
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Nota técnica

Efecto de la reparación en concreto carbonatado
de alta relación agua/cemento y bajo espesor

de recubrimiento

Resumen

La carbonatación del concreto afecta la vida útil de las estructuras de concreto armado y aunque
existen procedimientos de reparación definidos en manuales, por lo general se aplican procedimientos
tradicionales. Esta investigación evaluó tres procedimientos de reparación de elementos de concreto ar-
mado dañados por la corrosión inducida por la carbonatación, bajo condiciones críticas (alta relación
agua/cemento y poco recubrimiento). Los procedimientos A y B (técnica tradicional) consistieron en elimi-
nar el concreto hasta la cara externa de la barra de acero y posteriormente reponerlo; en el procedimiento
B se adicionó una solución de NaOH al concreto de reparación. El procedimiento C consistió en eliminar el
concreto contaminado rebasando la barra de acero y su posterior reposición sin adición alguna. Los resul-
tados mostraron que debido a las condiciones críticas utilizadas, ningún procedimiento de reparación
permitió un incremento notable en la vida útil de la estructura.

Palabras clave: Agregado calizo, carbonatación, concreto, corrosión, reparación.

Introducción

El recubrimiento de concreto protege a las
barras de acero de refuerzo de los agentes inicia-

dores de la corrosión; el grado de protección que
le pueda dar depende principalmente de su cali-
dad y espesor. Una de las causas por las que el
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concreto deja de proteger adecuadamente al ace-
ro contra la corrosión es la carbonatación [1].

La carbonatación es la reacción de los pro-
ductos hidratados del cemento con el dióxido de
carbono (CO2) existente en la atmósfera. Debido a
esta reacción, el pH de la solución del poro del
concreto disminuye de >12,5 unidades a un valor
entre 8 y 9 unidades [2]. Cuando el pH del concre-
to ha disminuido, la barra de refuerzo pierde sus
propiedades pasivas, dando paso al proceso de
corrosión del acero de refuerzo.

Cuando el concreto se ha dañado, los pro-
cedimientos de reparación superficiales consis-
ten en remover el concreto contaminado y poste-
riormente reponerlo; se ha observado que mu-
chas veces la intervención no resulta satisfacto-
ria por lo que la vida útil después de la reparación
es más corta que el período transcurrido entre el
término de la construcción y la necesidad de in-
tervención.

Tradicionalmente, al reparar una estructu-
ra de concreto armado carbonatado, sólo se eli-
mina el concreto agrietado hasta alcanzar la ba-
rra de acero; mientras que los procedimientos
propuestos en los manuales establecen que se
debe eliminar todo el concreto carbonatado, más
allá de las barras de acero [3, 4]. Adicionalmente,
debido al desconocimiento del mecanismo del de-
terioro que causan las cargas ambientales, en las
reparaciones no se suelen utilizar concretos de
buena calidad y recubrimientos adecuados. La
presente investigación evaluó tres diferentes pro-
cedimientos de reparación, en la rehabilitación
de elementos de concreto armado dañados por la
corrosión inducida por la carbonatación, em-
pleando concreto de alta relación agua/cemento
y poco recubrimiento.

Parte experimental

Se fabricaron 9 probetas prismáticas de 15
× 15 × 27,5 cm de concreto reforzadas con 3 vari-
llas de acero corrugado de 3/8” de diámetro. Se
utilizó una relación agua/cemento de 0,70 y un
cm de recubrimiento para generar condiciones
críticas de ambientes urbanos o rurales. La mez-
cla fue diseñada acorde al ACI, utilizando 307 kg
por metro cúbico de cemento Portland ordinario
de bajo nivel de álcalis (<1%); el agregado pétreo

fue piedra caliza de alta absorción y nula reactivi-
dad álcali-agregado [5].

Todas las varillas fueron recubiertas en sus
extremos con resina epóxica para impedir corro-
sión por contaminación lateral. Los especímenes
fueron curados durante 28 días cubriéndolos con
papel húmedo recubierto con polietileno. Poste-
riormente fueron acondicionados al ambiente de
laboratorio por 53 días antes de iniciar el proceso
de carbonatación acelerada.

Los especímenes fueron carbonatados en
una cámara de aceleración utilizando 8% de CO2 y
60% de humedad relativa [1]. Una vez que la pro-
fundidad de carbonatación había rebasado la pro-
fundidad de la barra se suspendió el proceso de
carbonatación. Posteriormente las probetas fue-
ron forradas con papel húmedo y colocadas en
bolsas de polietileno para mantener la humedad
alrededor del 95% y acelerar el proceso de corro-
sión. Durante esta etapa se realizaron mediciones
periódicas de potencial de corrosión, velocidad de
corrosión y resistencia eléctrica del concreto utili-
zando un equipo Gecorr 6, tomando como criterio
para el proceso de reparación que las barras de
acero alcanzaran una densidad de corriente de co-
rrosión de > 1,0 µA/cm2 y un potencial más nega-
tivo que –350 mV (Cu/CuSO4), valores típicos de
corrosión activa [3]. Los procedimientos de repa-
ración consistieron en: A. Remoción del concreto
contaminado hasta la cara externa de las barras
de acero (reparación tradicional); B. la misma re-
paración tradicional empleando una solución al-
calina de NaOH con una concentración de
5 g/100 mL añadida al agua de la mezcla del con-
creto de reparación; C. Reparación con el procedi-
miento recomendado en manuales de reparación,
consistente en la remoción del concreto contami-
nado más allá de las barras de acero [3, 4].

Una vez reparadas, las probetas fueron cu-
radas por 7 días y colocadas nuevamente en la
cámara de carbonatación por 37 días. Posterior-
mente se retiraron nuevamente las probetas, uti-
lizando el mismo criterio y procedimiento descri-
tos para acelerar el proceso de corrosión.

Resultados

Las Figuras 1 y 2 presentan los resultados
de las pruebas electroquímicas. El efecto del
avance de la carbonatación puede observarse en
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estas figuras por el cambio de pendiente alrede-
dor del día 11. El efecto de los procedimientos de
reparación fue más apreciable en el desarrollo de
los potenciales que en el de las densidades de co-
rrosión, debido a la dispersión de los resultados
de la prueba de corrosión por cambios en el mi-

croclima, así como por polarizaciones accidenta-
les. Se observó que una vez reparada las probetas
sólo el procedimiento C permitió una pasivación
en el mismo rango de potenciales del curado ini-
cial, pero por muy corto tiempo.
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Figura 1. Promedio de potenciales, medidos con electrodo de cobre/sulfato de cobre.
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Figura 2. Promedio de densidades de corriente de corrosión.



El procedimiento A presentó un comporta-
miento intermedio durante el curado húmedo
posterior a la reparación, con respecto a los po-
tenciales de media celda, 100 mV más negativos
que los potenciales observados durante el curado
húmedo inicial. Una vez carbonatado nuevamen-
te, el procedimiento A presentó los potenciales
más negativos tanto al final del período de carbo-
natación como en el período de corrosión, así
como las densidades de corriente de corrosión
más altas, pero sin alcanzar valores que indiquen
una pasivación clara de la armadura.

El procedimiento B presentó los potenciales
más negativos durante el período de reparación y
curado húmedo (Figura 1), 200 mV más negati-
vos que los potenciales mostrados durante el cu-
rado húmedo inicial. Posteriormente, el potencial
medido tiene un cambio de pendiente menos pro-
nunciado que en el caso de los procedimientos A
y C, presentando también el potencial más positi-
vo durante el período de corrosión posterior a la
reparación.

Sin embargo, las ventajas observadas con el
procedimiento C (mejor pasivación después de la
reparación) y con el procedimiento B (potencial
más positivo durante el período de corrosión poste-
rior a la reparación), no se traducen en un compor-
tamiento electroquímico que permitiera pronosti-
car un aumento de la vida útil del elemento de con-
creto. Esto pudiera deberse a la baja calidad del
concreto utilizado y al poco recubrimiento de con-
creto que permitieron un fácil acceso del CO2 y el
oxígeno, facilitando el proceso de corrosión.

Conclusión

Los procedimientos de reparación A y B no
lograron restablecer las condiciones originales
en las barras durante el curado húmedo poste-
rior a la rehabilitación y aún cuando por el proce-
dimiento B la barra alcanzó potenciales menos
negativos durante el proceso de carbonatación,
éstos no indican una clara pasivación de la arma-
dura. El procedimiento de reparación C logró res-
tablecer las condiciones originales en la superfi-
cie de las barras, como era de esperarse, pero por
un tiempo muy corto. Sin embargo, debido a la

baja calidad del concreto y al poco recubrimiento,
ningún procedimiento mejoró notablemente el
tiempo de vida útil, lo cual indica que este tipo de
concreto no debería utilizarse ni siquiera en am-
bientes urbanos o rurales.
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Abstract

This paper applies the bifurcation theory to an incremental non linear constitutive model on triaxial
and biaxial tests for granular materials. State of stresses, void ratio and inclination of shear bands at the
onset of bifurcation are obtained when the strain field loses its continuity. A PIV (Particle Image
Velocimeter) analysis is performed on a drained triaxial test in order to validate experimentally the basic
hypothesis of bifurcation theory, namely the discontinuity in the strain field. The orientations of shear
bands on biaxial and triaxial tests calculated by means of bifurcation are compared to experimental ob-
servations. The agreement between calculations and measurements is satisfactory.

Key words: Bifurcation, sands, hypoplasticity.

Estudio numérico de la localización de la deformación
en materiales granulares usando la teoría

de la bifurcación en un modelo constitutivo
hipoplástico

Resumen

En este artículo se aplica la teoría de la bifurcación a un modelo constitutivo incremental no lineal en
ensayos biaxiales y triaxiales para materiales granulares. Del análisis de bifurcación se obtiene el estado de
esfuerzos, relación de vacíos e inclinación de la banda de corte en el momento en que el campo de deforma-
ciones deja de ser continúo. Se realiza un análisis de PIV (Particle Image Velocimeter) a un ensayo triaxial
drenado con el que se pudo verificar experimentalmente la hipótesis básica de la teoría de la bifurcación
(discontinuidad del campo de deformaciones). Se compara la inclinación de las bandas de corte calculadas
con bifurcación en ensayos biaxiales y triaxiales con experimentación, obteniendo buenos resultados.

Palabras clave: Bifurcación, arenas, hipoplasticidad.

1. Introducción

La localización de la deformación en una
zona de espesor finito de grandes esfuerzos y de-
formaciones por corte se conoce como banda de
corte. Este fenómeno es el que gobierna la estabi-
lidad en diferentes estructuras geotécnicas tales

como fallas de cimentaciones por capacidad por-
tante, falla de taludes y estructuras de conten-
ción. La teoría de la bifurcación es una de las al-
ternativas para abordar el estudio de las bandas
de corte. Bifurcación, en el contexto de materia-
les, fue originalmente propuesta por Hill [1,2] y
fue aplicada por primera vez a elastoplasticidad
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por Rice y Rudnicki [3]. En este artículo se imple-
menta la teoría de la bifurcación siguiendo la me-
todología de Bauer [4] en un modelo constitutivo
de tipo incremental, independiente de la tasa y no
lineal. La propuesta de Bauer [4] está restringida
para deformación plana y es extendida para un
estado de esfuerzos general. La bifurcación esta-
blece el estado del material y la inclinación de la
banda de corte en el momento en que el campo de
deformaciones deja de ser continuo. Se verificó la
bondad de los resultados teóricos por medio de la
comparación de la inclinación de las bandas de
corte para 3 tipos de arenas en ensayos biaxiales
realizados por [5]. La hipótesis matemática bási-
ca de la bifurcación es que al inicio de la banda de
corte se presenta una discontinuidad en el cam-
po de deformaciones. Dicha hipótesis es corrobo-
rada experimentalmente por medio del uso del
PIV (Particle Image Velocimeter) en un ensayo
triaxial drenado. El presente trabajo se desarro-
lla de la siguiente manera: En la sección 2 se des-
cribe brevemente el modelo constitutivo hipo-
plástico. La sección 3 explica la teoría de la bifur-
cación. En la sección 4 se aplica la teoría de la bi-
furcación a la hipoplasticidad y se explica la ex-
tensión a un estado general de esfuerzos. En la
sección 5 la bifurcación es aplicada a ensayos
elementales tipo biaxial y triaxial. Finalmente, en
la sección 6 se aplica la técnica del PIV para obte-
ner campos de desplazamiento en un ensayo
triaxial.

2. Modelo constitutivo
hipoplástico

El comportamiento constitutivo de un ma-
terial granular puede ser descrito por la hipo-
plasticidad propuesta por von Wolffersdorff [6].
En este modelo, el comportamiento depende de
unas variables de estado y por las propiedades
del material que no cambian durante el proceso
de carga. El estado del material está definido por
los esfuerzos T y la relación de vacíos e. La forma
general de la ecuación es:

T f L D f N Ds d

�

� �[ : ] (1)

donde T
�

es el tensor de incrementos objetivo de
Jaumman y es función del tensor de esfuerzos de
Cauchy T, de la relación de vacíos e, y del tensor

de incremento de deformación D. L y N es un ten-
sor de cuarto y segundo orden respectivamente

que dependen del tensor normalizado T
T

trT

�

� .

Los escalares fs y fd dependen de la relación de va-
cíos y de la presión media p. La función tensorial
dentro del paréntesis de la ec 1 consiste de dos
partes. La primera parte es el producto interno
del tensor L con el tensor D (lineal en D), en tanto
que la segunda parte es no lineal en D con respec-
to a la norma euclideana del incremento de defor-
mación D D D� : . Ambas funciones son positi-

vamente homogéneas de primer orden en D por lo
que el comportamiento del material es indepen-
diente de la tasa. El modelo hipoplástico tiene 8
parámetros: �c=ángulo de fricción en el estado
crítico, n = exponente del factor de barotropía,
hs= dureza granular, � y � = exponentes del factor
de picnotropía, eio=relación de vacíos en el estado
más suelto, edo = relación de vacíos en el estado
más denso y eco= relación de vacíos en el estado
crítico. Las relaciones de vacíos (eio, edo, eco ) son
definidas para una presión de referencia p=0.
Información detallada de la capacidad del mode-
lo hipoplástico usado en este trabajo y la calibra-
ción de los parámetros se puede encontrar en
Von Wolffersdorff [6], Herle y Gudehus [7] y
Bauer [8].

3. Teoría de la bifurcación
aplicada a geomateriales

Una de las aplicaciones de la teoría del caos
es la teoría de la bifurcación. La bifurcación es un
punto de ramificación en nuevos tipos de com-
portamiento. Dicha ramificación usualmente es
súbita en lugar de darse una evolución gradual y
lenta [9]. Dixon [10] denomina bifurcación a los
puntos de decisión sensitivos. Dixon dice que le-
jos de los puntos de decisión sensitiva un sistema
se comporta bien, pero a medida que se acerca a
los puntos de decisión sensitiva, las trayectorias
del sistema se convierten en aleatorias e impre-
decibles. Estas definiciones pueden acoplarse al
comportamiento geomecánico de un material
cuando se presenta la banda de corte. Para ilus-
trar los anteriores conceptos en un marco de geo-
materiales, se presenta en la Figura 1 el resulta-
do experimental de un ensayo biaxial no drenado
en arcilla [11].
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En la parte superior se observa la fuerza
vertical con respecto al desplazamiento vertical.
Abajo se muestra el desplazamiento horizontal
del cuerpo inferior con respecto al desplazamien-
to vertical. Claramente se observa un punto de
inestabilidad. Este punto está asociado con un
incremento súbito en la respuesta del material.

La modelación constitutiva en geomecánica
se basa en que el campo de deformación y de es-
fuerzos es uniforme en toda la muestra. Sin em-
bargo, después que se presenta la banda de cor-
te, la deformación deja de ser es homogénea y la
modelación constitutiva ya no es válida. En la Fi-
gura 1 se muestra la forma como difiere lo que
daría una modelación constitutiva (líneas a tra-
zos) con el resultado experimental. En el caso de
un ensayo biaxial, se presentan dos campos de
desplazamientos diferentes para el cuerpo supe-
rior e inferior separados por la banda de corte.
Los dos cuerpos se comportan prácticamente
como cuerpos rígidos. La teoría de la bifurcación
aplicada a la geomecánica permite tener un crite-
rio matemático para detectar el momento en que
las simulaciones numéricas, tanto a nivel ele-
mental, como de elementos finitos, no cumplen
con las premisas básicas de la teoría del medio
continuo. De esta manera, las simulaciones de-
jan de tener validez. Las condiciones estáticas y
cinemáticas para la teoría de la bifurcación se
pueden condensar de la siguiente manera: Con-
sidere una muestra inicialmente homogénea que

está siendo deformada hasta un estado de es-
fuerzos y de relación de vacíos (T, e). Se examina
el momento en que la ecuación constitutiva (de-
formaciones homogéneas) permite un campo al-
ternativo no uniforme de deformaciones para las
cuales el gradiente de velocidad tiene un salto a
través de un plano de discontinuidad S [2, 3].

[[ ]]� � � �� �� �v v v 0 (2)

(.)+ y (.)– indica cantidades sobre los dos lados se-
parados por la normal n al plano de discontinui-
dad S (Figura 2). [[.]] indica el salto de alguna can-
tidad a través de la discontinuidad. Las condicio-
nes de compatibilidad cinemática para un plano
de discontinuidad requieren que no se presenten
espacios ni traslapos, es decir [[ ]]v �0 [2]. El pla-
no de discontinuidad o la banda de corte está li-
mitado por dos planos de discontinuidad parale-
los S(1) y S(2) (Figura 2).

La superficie de discontinuidad S se puede
expresar por una expresión genérica en función
del sistema coordenado

z x( ) �0 (3)

Si el salto de gradiente de velocidad se hace
cero, la siguiente expresión es válida

�

�

v

x
dxk

i
i

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
� �0 (4)

Dado que dxi está en S, el diferencial com-
pleto debe ser igual a cero [1, 12, 13]

�

�

z

x
dx

i
i �0 o g n dxk i i �0 (5)

donde ni es el vector normal a S en xi y gk puede
ser interpretado como el vector que representa la
orientación de la evolución de la banda de corte.
Combinando las ec. (4) y (5) se obtiene:

�

�

v

x
g n dxk

i
k i i

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
��

�

�

�
�

�

�

�
� �0 (6)

La ecuación (6) entonces establece que

�

�

v

x
v g n

�
��

�
��

�

��
�

��
� � � � �[[ ]] 0 (7)
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Figura 1. Resultados experimentales
de un ensayo biaxial no drenado
(Adaptado de Lizcano et al. [11]).



Si se usa el teorema de Cauchy, el incre-
mento del vector de esfuerzo a ambos lados de la
discontinuidad son � �t T n� �� y � �t T n� �� . Por con-
tinuidad, el salto del vector de esfuerzo a través
de la discontinuidad debe ser cero [3] o lo que es
equivalente

[[ � ]]T n �0 (8)

4. Bifurcación aplicada
a la hipoplasticidad

El salto en el incremento de esfuerzos en la
ec (8) se puede relacionar con el incremento de
esfuerzos de Jaumann

[[ � ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]T n T W T T W n� � �
�
��

�
�� �

�

0 (9)

donde �T es la respuesta del modelo hipoplástico y
W es el tensor spin. El incremento de esfuerzos a
cada lado de la discontinuidad es:

� �T f L D f N Ds d

� �
� �� �: (10)

� �T f L D f N Ds d

� �
� �� �: (11)

Los valores de fs, fd, L y N en las ec (10) y (11)
son iguales a los dos lados de la discontinuidad
en el estado de bifurcación. Por lo que el salto se
obtiene como:

� � � �[[ ]] :[ ]T f L D D f f N D Ds s d

�

� � � �� � � � (12)

[[ ]] :[[ ]]T f L D f f Ns s d

�

� � � (13)

donde [[ ]]D es el salto del tensor de incrementos
de deformación y � es la norma euclideana del
tensor de deformación en la superficie de discon-
tinuidad.

� � � � � �� � � �[[ ]]D D D D D (14)

Reemplazando la ec (13) en la ec (9) conlleva
a la ecuación fundamental para análisis de bifur-
cación en hipoplasticidad.

 !f L D n f f N n W Tn T W ns s d:[[ ]] [[ ]] [[ ]]� � � �� 0

(15)

El salto del tensor de incremento de defor-
mación y el tensor spin están relacionados con el
salto del gradiente de velocidad (ec 7)

[[ ]]
[ ]

D D D
g n n g

� � �
� � �� �

2
(16)

[[ ]]
[ ]

W W W
g n n g

� � �
� � �� �

2
(17)

La desigualdad � 	" es válida indepen-
diente de D+ y D– [12], donde

	 � � �� �D D D D[[ ]]:[[ ]] (18)

La ec (14) es positiva homogénea de primer
orden con respecto a g y consecuentemente es in-
dependiente de la tasa, por lo que [[ ]]D es arbitra-
rio y puede ser 1 S–1 [12]. Así que

� 	" �1 (19)

Ahora se orientará la banda de corte con un
sistema coordenado local con x2 normal al plano
de discontinuidad relativo a un sistema de coor-
denadas global x (Figura 2). � es el ángulo entre x1

y x1. Con respecto al sistema de coordenadas lo-
cal, los componentes del vector g y n son

[ ] [ , , ]g g g g T� 1 2 3 (20)

[ ] [ , , ]n T� 010 (21)
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Figura 2. Orientación de la banda de corte.



Los componentes de esfuerzo en el sistema
coordenado x y x se relacionan por la transforma-
ción

[ ] [ ][ ][ ]T Q T QT� (22)

donde Q es la matriz de transformación y depen-
de de la inclinación de la banda de corte #.

Si se reemplaza [T], [g] y [n] en la ecuación
15 se obtiene un sistema de ecuaciones algebrai-
cas con la siguiente representación matricial

� � � �K f T g f f r Ts s d( , , ) [ ] ( , )# � #� (23)

Se puede ampliar de deformación plana a
un análisis en 3 dimensiones si el vector unitario
n (ec. 21) se expresa en coordenadas esféricas
como:

[ ] [cos , cos , ]n T� $ $ # $ #sen sen sen

En la ecuación (23), la matriz [ ]K es definida
positiva en el régimen de endurecimiento por lo
que la inversa [ ]K �1 existe. Si se despeja el vector

g tenemos que

[ ] [ ]g f f Ks d� �� 1 (24)

Como se impuso que � =1, de la ecuación
(18) se tiene para deformación plana

	 � �
� �

�[[ ]]:[[ ]]D D
g g g1

2
2
2

3
22

2
1 (25)

que es lo mismo a

g g g1
2

2
2

3
22 2 0� � � � (26)

Para deformación plana se tiene una ecua-
ción para la inclinación de la banda de corte con
w � tan # (Figura 2)

f b w b w b w b w b( )# � � � � � �4
8

3
6

2
4

1
2

0 0 (27)

Los coeficientes b4....b0 en la ecuación (27)
son funciones del estado actual (T ,e) y el escalar
�. Al comienzo de la etapa de carga, la ecuación
(27) no tiene soluciones reales, es decir no se ha
presentado la localización de la deformación. A
medida que progresa la carga, se encuentra la so-
lución de la ecuación (27), es decir, la inclinación

de la banda de corte y se puede encontrar el vec-
tor g con la ecuación (24). El ángulo entre el plano
de la banda de corte y el vector g es la dilatancia 	

[14]. Cuando se amplía el análisis a un estado de
esfuerzos general, se llega a una ecuación del tipo
(ec 26) igual a cero, donde las incógnitas son los
ángulos [ , ]$ # en coordenadas esféricas para cada
paso de carga. En este caso, dada la complejidad
de la ecuación, se procedió a discretizar [ , ]$ # en
cada paso de carga. Por lo que se barre todos los
posibles valores de ángulos. Cuando la ecuación
se hace por primera vez cero, se encuentra el
punto de bifurcación. Es importante mencionar
que el modelo hipoplástico seleccionado no tiene
en su formulación una longitud característica
por lo que con el presente análisis de bifurcación
no se puede determinar el espesor de la banda de
corte.

5. Teoría de la bifurcación
aplicada a ensayos elementales

Los ensayos elementales son usados para
la validación de modelos constitutivos. Una de
las principales características de los ensayos ele-
mentales es que la deformación debe ser homo-
génea en la muestra. Deformación homogénea
significa que la muestra debe tener un único
campo de esfuerzos y deformaciones. En el mo-
mento en que se localiza la deformación en una
banda de corte, se generan al menos dos diferen-
tes campos de deformaciones a ambos lados de la
banda. En este aparte se aplicará la teoría de la
bifurcación a ensayos tipo biaxial y triaxial y se
compara la modelación matemática de la bifurca-
ción con resultados experimentales. Bifurcación
aplicada a la hipoplasticidad en condiciones pla-
nas de deformación ha sido reportada por Herle
[15] y Bauer y Huang [16].

5.1. Ensayos biaxiales

En la Tabla 1 se presenta la inclinación de
la banda de corte en ensayos biaxiales en condi-
ción drenada para diferentes arenas y se compa-
ran los resultados con las reportadas por Yoshida
et al. [5]. Los parámetros hipoplásticos de las are-
nas usadas en las simulaciones se presentan en
la Tabla 2

Los subíndices en la Tabla 1 corresponden
al esfuerzo de confinamiento en cada ensayo en
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kPa. Para cada ensayo se presenta la relación de
vacios inicial de la muestra eo, el ángulo de incli-
nación de la banda de corte �m medido por Yoshi-
da et al. [5] y el ángulo de inclinación calculado en
este trabajo �c. Se observa que existe una buena
concordancia entre la inclinación de la banda de
corte calculada y la medida en experimentos rea-
lizados por Yoshida et al. [5]. En forma general se
observa que las diferencias son menores a 5 gra-
dos, a excepción de la arena de Toyoura. La arena
de Toyoura tiene un diámetro medio (d50=0,16
mm) menor al de la arena de Hostun (d50=0,35
mm) y al de la arena de Karlsruhe (d50=0,40 mm).
La influencia del diámetro promedio de las partí-
culas no puede ser tenido en cuenta en las simu-
laciones ya que el modelo constitutivo usado en
este trabajo se basa en el continuo convencional

o continuo de Boltzmann. Se puede esperar me-
jores resultados en los cálculos si se utiliza el
continuo de Cosserat [17, 18]. El continuo de
Cosserat tiene en su formulación una longitud
característica, por lo que el tamaño de las partí-
culas tiene influencia en los resultados. Se ha ve-
rificado desde el punto de vista micromecánico
que la evolución de las bandas de corte está ínti-
mamente relacionado con la posibilidad de rota-
ción de las partículas [19]. Entre mayor es el diá-
metro de las partículas, es más difícil que estas
roten para unas condiciones de esfuerzo y defor-
mación dadas por lo que la aparición de una ban-
da de corte se dificulta cuando el diámetro pro-
medio de la partícula aumenta.

La aplicación de la teoría de la bifurcación
con el modelo constitutivo hipoplástico es capaz
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Tabla 1
Análisis de bifurcación para obtener la inclinación de la banda de corte

Arena Karlsruhe Hostun Toyoura

eo
0,62 0,62 0,69

�80
m 59,0 63,0 66,0

�80
c 60,21 62,69 61,7

eo
0,63 0,65 0,66

�400
m 58,0 58,0 66,0

�400
c 59,3 60,1 61,1

Tabla 2
Parámetros hipoplásticos reportados por Herle [15]

Arena Karlsruhe Hostun Toyoura

�c
30 31 30

hs
5800 1000 2600

n 0,28 0,29 0,27

edo
0,53 0,61 0,61

eco
0,84 0,96 0,98

eio
1,00 1,09 1,10

� 0,13 0,13 0,18

� 1,03 2,04 1,08



de capturar la influencia de la presión de confina-
miento con la inclinación de la banda de corte. El
ángulo de inclinación de la banda de corte es me-
nor con el aumento en la presión de confinamien-
to, lo que está de acuerdo con lo observado en ex-
perimentos [5].

5.2. Ensayos triaxiales

En la Figura 3 se presenta el resultado ex-
perimental de un triaxial drenado en la arena de
Hostun con relación de vacios inicial eo = 0.616 y
esfuerzo de confinamiento 
c=60 kPa realizado
en [20]. Se muestra además la simulación con un
modelo constitutivo hipoplástico y el estado de
esfuerzos donde se cumple el criterio de bifurca-
ción. Además se presenta la tomografía realizada
por [20] en el ensayo. La curva esfuerzo deforma-
ción simulada presenta buena concordancia con
la del experimento hasta el punto de esfuerzo má-
ximo (Figura 3).

El criterio de bifurcación dado por la ec 15
es satisfecho a una deformación axial de 3.6% y
la inclinación de la banda de corte es de 62.35°.
La Figura 3 muestra que la inclinación de la ban-
da de corte del ensayo no es un plano único. Se
observan dos ángulos (52° y 62°). Resultados si-
milares han sido reportados por Okubo et al. [21],
Finno et al. [22] y Besuelle et al. [23]. La suposi-
ción de la bifurcación en cuanto a que la banda
de corte es un plano único puede tener alguna li-
mitación ya que las condiciones de contorno del
experimento afectan la forma y número de ban-
das de corte. Desrues y Viggiani [24] reportan un

amplio rango de patrones de localización para
ensayos triaxiales con diferentes condiciones de
borde de las placas. Sin embargo no es posible
obtener una relación unívoca entre las condicio-
nes de borde y las características de las bandas
de corte. Por lo tanto, es necesario desarrollar in-
vestigación adicional en este sentido.

6. Seguimiento
de los desplazamientos con PIV

La Figura 4 presenta el experimento y la si-
mulación de un triaxial drenado en la arena del
Guamo (eo=0.45 – 
c=200 kPa). Arias [25] y Patiño
[26] han obtenido los parámetros de la arena del
Guamo, sin embargo la granulometría de la are-
na en este ensayo es diferente a la utilizada por
Arias [25] y Patiño [26]. Por lo que los parámetros
se calibraron con base en este ensayo tratando
que la modelación se ajuste hasta el esfuerzo
pico. Cuando el modelo constitutivo llena los re-
quisitos para el criterio de bifurcación, la defor-
mación comienza a ser no homogénea dado que
se presenta un salto en la deformación [[ ]]D y la
modelación constitutiva deja de ser válida. Por lo
anterior, si se encuentra que el criterio de bifur-
cación se satisface antes que se llegue al esfuerzo
pico, la modelación constitutiva y los parámetros
obtenidos con este ensayo son válidos (Figura 4).

Una vez calibrados los parámetros hipo-
plásticos se realizó el análisis de bifurcación. El
criterio de bifurcación se cumple a una deforma-
ción axial del 4.4% (Figura 4). Durante la ejecu-
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ción del ensayo de la Figura 4, se utilizó la técnica
de análisis de PIV (Particle Image Velocimeter)
para obtener vectores de desplazamiento a lo lar-
go del ensayo. Con los vectores de desplazamien-
to se puede calcular el tensor de deformaciones y
se tiene la posibilidad de corroborar experimen-
talmente la validez de la hipótesis de la bifurca-
ción continua (ec 7) establecida como que el salto
del gradiente del campo de velocidades es cero en
alguna parte de la muestra.

PIV es una herramienta poderosa para vi-
sualizar desplazamientos de un cuerpo granular.
PIV fue desarrollado originalmente para visuali-
zar campos de flujo de líquidos y gases [27, 28].
Nubel y Gudehus [29] y Nubel [30] fueron pione-
ros en utilizar esta técnica con aplicaciones en
geomecánica. Esta técnica se basa en comparar
dos imágenes en dos tiempos t1 y t2 para determi-
nar el campo de desplazamiento y de velocidad de
un área analizada mediante el principio de ras-
trear las partículas por su textura en la imagen.
Debido a la exposición a la luz, cada área de inte-
rrogación tiene una matriz de intensidad que re-
presenta un patrón. Si la deformación del cuerpo
granular entre dos imágenes consecutivas es su-
ficientemente pequeña se puede suponer que las
características de las matrices de intensidad en
cada área interrogación no cambian substancial-
mente, únicamente la ubicación. Por lo que se
puede determinar un vector local de desplaza-
miento entre dos imágenes consecutivas [30].
Las imágenes digitales se procesaron con el pro-
grama de computador URAPIV, desarrollado por
Gurka et al. [31].

La Figura 4 presenta los vectores de despla-
zamiento en el momento de la bifurcación. Con
base en los vectores de desplazamiento se puede
reconstruir el tensor gradiente de desplazamien-
to para diferentes intervalos de tiempo. El tensor
gradiente de desplazamiento que se obtiene es en
la descripción Euleriana. En un corte vertical de
la muestra triaxial a 21,2 mm (Figura 4) se calcu-
ló la norma del gradiente de U ( )�U para cada
área de interrogación y se graficó en función de la
altura de la muestra para diferentes niveles de
deformación axial del ensayo triaxial (Figura 5).

En la Figura 5 se observa que para defor-
maciones axiales cercanas al punto donde se
cumplió el criterio de bifurcación, (�1= 4.4%, Fi-
gura 4) se presenta un comportamiento anómalo
en la norma del gradiente de U( )�U a una altura
de la muestra entre 80 y 90 mm. Aproximada-
mente a esta altura afloró la banda de corte en el
ensayo triaxial. Estos resultados permiten inferir
que se presenta un comportamiento en términos
de gradiente de desplazamiento muy diferente al
que se tiene a otras alturas de la muestra. Según
la hipótesis matemática para la bifurcación con-
tinua en una discontinuidad débil, existe un sal-
to en el gradiente de desplazamientos en el mo-
mento en que se cumple el criterio de bifurcación
(ec 15). Este salto se ve reflejado como una ano-
malía fuerte en el análisis del campo vectorial ob-
tenido con el PIV. De los resultados anteriores se
podría inferir que la técnica de seguimiento del
campo de desplazamiento (PIV) entrega la posibi-
lidad de corroborar experimentalmente las hipó-
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tesis básicas de la teoría de la bifurcación aplica-
da a geomateriales.

7. Conclusiones

La inclinación de la bandas de corte obteni-
das por la teoría de la bifurcación aplicada a un
modelo constitutivo hipoplástico muestra una
buena concordancia con los experimentos en en-
sayos biaxiales. Se observa alguna discrepancia
en la inclinación de la banda de corte en el ensayo
triaxial. Lo anterior se puede deber a que en el
triaxial se observan dos inclinaciones de la banda
de corte, contrario a la suposición de un único
plano que establece la teoría de la bifurcación.

El análisis de los resultados que entrega el
PIV muestra que se puede confirmar la hipótesis de
la teoría de la bifurcación aplicada a geomateriales,
es decir que existe un salto en el gradiente del cam-
po vectorial de desplazamiento en el momento en
que el criterio de bifurcación se satisface.

Agradecimientos

El primer autor expresa sus agradecimien-
tos a Colciencias-Icetex, a CEiBA Complejidad -
Centro de excelencia en Investigación Básica y
Aplicada por el soporte económico para el desa-
rrollo del presente trabajo.

Referencias bibliográficas

1. Wu, W., Sikora, W. “Localized bifurcation in
hypoplasticity”, International Journal of En-
gineering Science. Vol 29. No 2. (1991)
pp.195-201

2. Hill, R. “Acceleration waves in solids”, Jour-
nal of Mechanics Physic Solids. Vol 10.
(1962). pp.1-16.

3. Rice, J., Rudnick, J. “A note on some fea-
tures on the theory of localization of defor-
mation”, International Journal of solids and
Structures. Vol 16. (1980). pp 597-605.

4. Bauer, E. “Analysis of shear band bifurcation
with a hypoplastic model for a pressure and
density sensitive granular material”, Me-
chanics of materials. Vol 31. (1999). pp.
597-609.

5. Yoshida, T., Tatsuoka, F., Siddiquee, M., Ka-
megai, Y., Park, C. “Shear banding in sands
observed in plane strain compression”, Lo-
calisation and Bifurcation Theory for Soils
and Rocks. Eds. R. Chambon, J. Desrues, I.
Vardoulakis (1994) Balkema, pp. 165-179.

6. Von Wolffersdorff, P., “A hypoplastic relation
for granular materials with a predefined limit
state surface”, Mechanics of Cohesive-Fric-
tional Materials. Vol 1 No 3. (1996). pp.
251-271.

7. Herle, I., Gudehus, G. “Determination of pa-
rameters of a hypoplastic constitutive model
from properties of grain assemblies”, Me-
chanics of cohesive frictional matter Vol 4.
(1999). pp. 461-486.

8. Bauer, E., “Calibration of a comprehensive
hypoplastic model for granular materials”,
Soils and Foundations. Vol 36. No 1. (1996).
pp. 13-26.

9. Barrow, J., Tipler, J. “The anthropic cosmo-
logical principle”, (1988). Oxford University
Press.

10. Dixon, D. “Non-Deterministic Chaos”, Insti-
tute for Geophysics and Planetary Physics.
(1993). University of California.

11. Lizcano, A., Vardoulakis, I., Goldsheider, M.
“Biaxial test on normally, anisotropically
consolidated kaolin clay”, Deformation and
progressive failure in geomechanics. Eds A.

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 34, No. 3, 2011

236 Ramos Cañón y col.

Figura 5. Norma del tensor gradiente del campo
vectorial de desplazamientos para un corte

a 21,2 mm para diferentes niveles
de deformación axial en el triaxial drenado

de la Figura 4.



Asaoka, T. Odachi, F. Oda, Pergamon.
(1997). pp. 223-228.

12. Zicora, Z. “Hypoplastic flow of granular ma-
terials: A numerical approach”, Publication
series of the Institute of Soils mechanics and
Rock Mechanics, Karlsruhe University,
(1992). Alemania.

13. Vardoulakis, I., Sulem, J. “Bifurcation analy-
sis in geomechanics”, Blackie academic &
professional. (1995). Chapman y Hall.

14. Vardoulakis, I. “Scherfugenbildung in Sand-
korpen als Verzweigungsproblem”, Publica-
tion series of the Institute of Soils mechanics
and Rock Mechanics, Karlsruhe University,
(1977). Alemania.

15. Herle, I. “A relation between parameters of a
hypoplastic constitutive model and grain
properties”, Localisation and Bifurcation The-
ory for Soils and Rocks. Eds A. Asaoka, T.
Odachi, F. Oda, Pergamon. (1998). pp. 91-98.

16. Bauer, E., Huang, W. “The dependence of
shear banding on pressure and density in
hypoplasticity”, Localisation and Bifurcation
Theory for Soils and Rocks. Eds A. Asaoka, T.
Odachi, F. Oda, Pergamon. (1998). pp. 81-90.

17. Cosserat, E., Cosserat, F. “Theorie des Corps
Deformables”, Ed. Hermann, Paris.

18. Eringen, A. “Fracture”, Volumen II Mathe-
matical fundamentals. Theory of micropolar
elasticity. Londres, (1968). Academic Press.

19. Iwashita, K., Oda, M. “Micro-deformation
mechanism of shear banding process based on
modified distinct element method” Powder
Technology. Vol 109 Nº 1. (2000). pp. 192-205.

20. Desrues, J., Chambon, R., Mokni, M.,
Mazerolle, F. “Void ratio evolution inside
shear bands in triaxial sand experiments
studied by computed tomography”,
Géotechnique, Vol 46. No 3. (1996). pp.
529-546.

21. Okubo, S., Fukui, K., Hashiba, K. “Develop-
ment of a transparent triaxial cell and obser-
vation of rock deformation in compression
and creep test” International Journal of Rock
Mechanics and Mining Sciences, Vol 45. No
3. (2008). pp 351-361.

22. Finno, R., Harris, W., Money, M., Vigginani,
G. “Shear bands in plane strain compression

of loose sand” Géotechnique, Vol 47. No 1.
(1997). pp 149-165.

23. Besuelle, P., Desrues, J., Raynaud, S. “Ex-
perimental characterisation of the localisa-
tion phenomenon inside a Vosges sandstone
in a triaxial cell” International Journal of
Rock Mechanics and Mining Sciences, Vol
37. No 8. (2000). pp. 1223-1237.

24. Desrues, J., Viggiani, G. “Strain localization
in sand: overview of the experiments in
Grenoble using stereo photogrammetry” In-
ternational Journal of Numerical and Ana-
lytical Methods in Geomechanics, Vol 28. No
4. (2004). pp. 279-321.

25. Arias, P. “Modelo de comportamiento de sue-
los granulares: Estudio y determinación de
sus parámetros”, Tesis de Maestría en Inge-
niería. Universidad de Los Andes. (2006).
Bogotá.

26. Patiño, J. “Parámetros hipoplásticos de la
Arena del Guamo, Colombia”, Tesis de Maes-
tría en Ingeniería. Universidad de Los Andes.
(2006). Bogotá.

27. Adrian, R. “Scattering particle characteris-
tics and their effect on pulsed laser measure-
ments of fluid flow: speckle velocimetry vs
particle image velocimetry”, Applied Optics,
Vol 23. No 11. (1984). pp.1690-1691.

28. Adrian, R. “Particle-Imaging Techniques for
Experimental Fluid Mechanics”, Annual re-
views in fluid mechanics, Vol 23. No 1.
(1991). pp. 261-304.

29. Nubel, K., Gudehus, G. “Evolution of local-
ized shearing; dilation and polarization in
grain skeletons”, Powders and grains. Eds.
Kishino.(2001). Balkema.

30. Nubel, K. “Experimental and numerical in-
vestigation of shear localization in granular
material”, Publication series of the Institute
of Soils Mechanics and Rock Mechanics,
Karlsruhe University, (2002). Alemania.

31. Gurka, R. Liberzon, A., Hefetz, D.,
Rubinstein, D., Shavit, U. “Computation of
Pressure Distribution Using PIV Velocity
Data”, Proceedings of the 3rd International
Workshop on Particle Image Velocimetry.
(1999). Santa Barbara. California.

Recibido el 26 de Junio de 2010

En forma revisada el 2 de Mayo de 2011

Rev. Téc. Ing. Univ. Zulia. Vol. 34, No. 3, 2011

Estudio numérico de la localización de la deformación en materiales granulares 237




