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Abstract

Re cently A. H. Al-Shammery and S. L. Kalla pre sented gen er al iza tions for the Appell’s func tions 
F w zi ( , )  ( , , )i =123 , in tro duc ing pa ram e ters t t, ¢. In this pa per the gen er al ized Appell’s func tions F w zi

t t, ( , )¢  

( , , )i =123 , are rep re sented in terms of a gen er al iza tion of the Gauss hypergeometric se ries 2 1R zt ( ), in or der

to es tab lish some in te gral rep re sen ta tions, re cur rence re la tions and dif fer en ti a tion for mu las for gen er al -
ized Appell’s func tions. An ap pli ca tion and var i ous par tic u lar cases are also pre sented.

Key words: Ge ne ra li zed Gauss hyper geo me tric se ries, ge ne ra li zed Appell’s func tions, in te gral
re pre sen ta tions, re cu rren ce re la tions, dif fe ren tia tion formulas.

Algu nos re sul ta dos so bre las fun cio nes de Appell
ge ne ra li za das

Re su men

Re cien te men te A. H. Al-Sham mery y S. L. Ka lla pre sen ta ron ge ne ra li za cio nes para las fun cio nes de
Appell F w zi ( , )  ( , , )i =123 , in tro du cien do los pa rá me tros t t, ¢. En este tra ba jo se re pre sen tan las fun cio nes
de Appell ge ne ra li za das F w zi

t t, ( , )¢  ( , , )i =123  en tér mi nos de la se rie hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de Gauss 

2 1R zt ( ), a fin de es ta ble cer al gu nas re pre sen ta cio nes in te gra les, re la cio nes de re cu rren cia y fór mu las de di -

fe ren cia ción para las fun cio nes de Appell ge ne ra li za das. Se pre sen ta ade más una apli ca ción y al gu nos ca -
sos par ti cu la res.

Pa la bras cla ve: Se rie hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de Gauss, fun cio nes de Appell ge ne ra li za das,
re pre sen ta cio nes in te gra les, re la cio nes de re cu rren cia, fórmulas de diferenciación.

1. Intro duc ción

Un gran nú me ro de fun cio nes es pe cia les
pue den ser re pre sen ta das en tér mi nos de se ries
hi per geo mé tri cas y se ries hi per geo mé tri cas con -
fluen tes. Las se ries hi per geo mé tri cas en una y
va rias va ria bles, apa re cen na tu ral men te en una
va rie dad de pro ble mas en ma te má ti ca apli ca da,
es ta dís ti ca, in ves ti ga ción de ope ra cio nes, fí si ca
teó ri ca y cien cias de la Inge nie ría [1-4].

Sri vas ta va y Kash yap [4] pre sen ta ron va -
rias apli ca cio nes de las se ries hi per geo mé tri cas
en una y va rias va ria bles en la teo ría de co las y
pro ce sos es to cás ti cos re la cio na dos.

Exton [5, 6] ha con si de ra do va rios pro ble -
mas, en tre ellos: Dis tri bu cio nes es ta dís ti cas fi ni -
tas e in fi ni tas, des pla za mien to an gu lar de una
pla ca, vi bra ción de una pla ca elás ti ca del ga da,
pro duc ción de ca lor en un ci lin dro, ecua ción de
La pla ce en coor de na das es fé ri cas, etc., los cua les 
con du cen a in te gra les aso cia das con se ries hi -
per geo mé tri cas en una y más va ria bles.

Ka lla y co la bo ra do res [7] han usa do fun cio -
nes hi per geo mé tri cas para es tu diar una for ma
uni fi ca da de dis tri bu cio nes de tipo Gauss.

En 1999 N. Vir chen co [8] con si de ró una ge -
ne ra li za ción de la se rie hi per geo mé tri ca de
Gauss de la si guien te for ma:
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don de a, b, c son nú me ros com ple jos, t Î ú, t > 0, 
c ¹ 0, - - <1 2 1, , ,K z .

Si t =1 en (1):

2 1 2 11R a b c z F a b c z( , ; ; ; ) ( , ; ; ),=   

c ¹ 0, - - <1 2 1, , ,K z . (2)

Esta fun ción tie ne la si guien te re pre sen ta -
ción in te gral
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Re( ) Re( )c b> > 0.

Vir chen ko [8, 9] es ta ble ció las si guien tes
pro pie da des para la fun ción 2 1R zt ( ):

( ) ( ) ( )b a R bR b a R a- = + - +t t1 1. (4)

( ) ( ) ( ) ( )c a R c R c a R a- - = - - - +t t1 1 1 1. (5)

( ) ( ) ( ) ( )c b R c R c bR b- - = - - - +1 1 1 1. (6)

cR c b R c bR a b c z= - + + + +( ) ( ) ( , ; ; ; )1 1 1 t . (7)

G G G G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b c R b c R a z c b+ = + + - +t t t1

            × R a b c z( , ; ; ; )+ + +1 t t t , (8)

don de para sim pli fi car la es cri tu ra se con si de ra
la si guien te no ta ción:

2 1 2 1 1 1R a b c z R R a b c z R a( , ; ; ; ) , ( , ; ; ; ) ( )t t= + = +

y si mi lar men te para los de más pa rá me tros.

Pos te rior men te, L. Ga lué y co la bo ra do res
[10] es ta ble cie ron nue vas re la cio nes de re cu rren -
cia para 2 1R a b c z( , ; ; ; )t , en tre ellas:

G G( ) ( ) ( )c b R b+ + + =t 1 1

G G G G( ) ( ) ( ) ( )c b R a b c z+ + + + ´t t t1

R a b c z( , ; ; ; )+ + +1 t t t . (9)

G G( ) ( ) ( )c b R c+ + + =2 1t

G G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( )c b R c a b c z+ + + + + + ´2 2 1t t t

R a b c z( , ; ; ; )+ + + +1 2t t t . (10)

Vir chen ko [8, 9] es ta ble ció ade más las si -
guien tes fór mu las de di fe ren cia ción para la fun -
ción 2 1R a b c z( , ; ; ; )t
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En el 2000 Al-Sham mery y Ka lla [11], pre -
sen ta ron una ge ne ra li za ción para las fun cio nes
de Appell en la for ma si guien te:
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t t, , ,¢> < <0 1 1w z .
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t t, , ,¢> < <0 1 1w z .
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En este tra ba jo se re pre sen tan las fun cio -
nes de Appell ge ne ra li za das F w zi

t t, ( , )¢  ( , , )i =123

en tér mi nos de la se rie hi per geo mé tri ca ge ne ra li -
za da de Gauss 2 1R zt ( ), a fin de es ta ble cer al gu nas

re pre sen ta cio nes in te gra les, re la cio nes de re cu -
rren cia y fór mu las de di fe ren cia ción para las fun -
cio nes de Appell ge ne ra li za das. Se pre sen ta ade -
más una apli ca ción y al gu nos ca sos par ti cu la res.

2. Re pre sen ta ción de las se ries
de Appell ge ne ra li za das

en tér mi nos de la fun ción 2 1R zt ( )

Se pa ran do las se ries en (16)-(18) y usan do
(1) se ob tie nen di rec ta men te las si guien tes re pre -
sen ta cio nes:
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t t, ¢ Î ú,  t t, , , , , ,¢> ¢ ¹ - -0 0 1 2c K    w z+ < 1.
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t t, ¢ Î ú, t t t, , , , , ,¢> + ¹ - -0 0 1 2c k K

w z< <1 1, .

3. Re pre sen ta ción in te gral
de las fun cio nes de Appell
ge ne ra li za das en tér mi nos

de la fun ción 2 1R zt ( )

En esta sec ción se ob tie ne la re pre sen ta -
ción in te gral de tipo Me llin-Bar nes de la ge ne ra li -
za ción t de la fun ción hi per geo mé tri ca de Gauss 

2 1R zt ( ), la cual se usa rá para es ta ble cer re pre sen -

ta cio nes in te gra les de las fun cio nes de Appell ge -
ne ra li za das.

Es bien co no ci do que [12, p. 19, No.
(2.6.11)]
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don de H x[ ] es la fun ción H de Fox de fi ni da por
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Por otro lado,
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lue go de (22)-(24):
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De (19) y usan do (25) se ob tie ne
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don de he mos in ter cam bia do el or den de la in te -
gral y la suma, con base en la con ver gen cia ab so -
lu ta. Lue go de (1)
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Si mi lar men te,
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4. Re la cio nes de re cu rren cia
para las fun cio nes de Appell

ge ne ra li za das

A con ti nua ción se es ta ble cen al gu nas re la -
cio nes de re cu rren cia para las fun cio nes de
Appell ge ne ra li za das.

Para sim pli fi car la es cri tu ra se usa rá la si -
guien te no ta ción:

F b F a b b c w z1 11 1t t t t, ,( ) ( , , ; ; , )¢ ¢¢+ ¢+D

con un sig ni fi ca do aná lo go para los otros pa rá -
me tros, y las otras fun cio nes de Appell ge ne ra li -
za das.
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Usan do (19) se ob tie ne
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De (7) y (8) usan do un pro ce di mien to si mi -
lar se ob tu vie ron las si guien tes re la cio nes de re -
cu rren cia:
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De acuer do con (19)
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+

+

é

ëê
´

b
a k b

c k

a kt
t t

t

t
( )

( )
( )

G

G

     
( ) ( )

( ) !
¢ + + ¢

+ + ¢

ù

û
ú

=

¥

å
b a k l

c k l

z

l
l

l

l

G

G

t t

t t0

 

t t, ¢ Î ú,   t t t, , , , , , ,¢> ¢ ¹ + ¹ - -0 0 0 1 2b c k K

z < 1.

De sa rro llan do,

R b
b

c k

a k
a k( )

( )
( )

( )¢+ =
¢ ¢

+

+
+1

1
t

t

t
t

G

G
 ×

             
( ) ( )

( ) !
( )
(

¢ + + ¢

+ + ¢
+

¢

+

=

¥

å
b a k l

c k l

z

l b

c k

a
l

l

l

G

G

G

G

t t

t t

t

0

1
+ tk )

 ×

             
( ) ( )

( ) ( ) !
¢ + + ¢

+ + ¢ -
-

=

¥

å
b a k l

c k l

z

l
l

l

l

G

G

t t

t t 11

   
1

¢ ¢

+

+
+ ´

b

c k

a k
a k

t

t

t
t

G

G

( )
( )

( )

             
( ) ( )

( ) !
( )
(

¢ + + ¢

+ + ¢
+

+

+=

¥

å
b a k l

c k l

z

l

c k

a k
l

l

l

G

G

G

G

t t

t t

t

t0 )
´

             
( ) ( )

( ) !
¢ + + ¢

+ + ¢=

¥

å
b a k l

c k l

z

l
l

l

l

G

G

t t

t t0

 ,

sim pli fi can do,

R b
b

c k

a k

b a k l

c k
l( )

( )
( )

( ) ( )
(

¢+ =
¢

+

+

¢ + + ¢

+ + ¢
1

1 G

G

G

G

t

t

t t

t t ll )=

¥

å ´
1

               
z

l

c k

a k

l

( ) !
( )
( )-

+
+

+1
G

G

t

t
 ×

     
( ) ( )

( ) !
¢ + + ¢

+ + ¢=

¥

å
b a k l

c k l

z

l
l

l

l

G

G

t t

t t0

 .

Ha cien do un cam bio de ín di ce en la pri me ra 
suma y usan do el co no ci do re sul ta do

( ) ( ) ( )l l lm n m nm+ = +

se ob tie ne

R b
c k

a k
z

b a k l

c
l( )

( )
( )

( ) ( )
(

¢+ =
+

+

¢+ + ¢+ + ¢

+ ¢
1

1G

G

G

G

t

t

t t t

t + + ¢=

¥

å
t tk ll )0

×

     
z

l

c k

a k

b a k l

c k l

z

l

l
l

l

!
( )
( )

( ) ( )
( ) !

+
+

+

¢ + + ¢

+ + ¢

G

G

G

G

t

t

t t

t tl=

¥

å
0

 .

(33)

Sus ti tu yen do (33) en (32)

F b1 1t t, ( )¢ ¢+ =

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ),

c

a
z

b b a k l

c k l
k l

k

¢+ + ¢+ + ¢

+ ¢+ + ¢

1 t t t

t t tl

l kz w

l k=

¥

å +
0 ! !

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ),

c

a

b b a k l

c k l

z wk l

k l

l k¢ + + ¢

+ + ¢=

¥

å
t t

t t0 l k! !

y usan do (16) se tie ne

G G( ) ( ) ( ),a c F b+ ¢ ¢+ =¢t t t
1 1

G G( ) ( ) ( ; ; , ),c a zF a b b c w z+ ¢ + ¢ ¢+ + ¢ +¢t t , , tt t
1 1

G G( ) ( ) ,a c F+ ¢ ¢t t t
1 (34)

¢ ¹b 0,   c k+ t ,    c k+ + ¢ ¹ - -t t 0 1 2, , ,K

Aná lo ga men te de (5) y (10) se de du cen las
si guien tes re la cio nes de re cu rren cia:
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¢ ¢ + ¢+ =¢b a c F bt t t tG G( ) ( ) ( ),
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),c a c F c c b a- + - - - ¢ ¢-¢1 1 11G G Gt tt t  ×

G G G( ) ( ) ( ) ( , , ;, ,c F b w c a F a b b+ - + + + ¢¢ ¢t t t tt t t t
1 1 1

c w z+ t; , ) (35)

¢ ¹b 0,    c k+ t ,     c k+ + ¢ ¹ - -t t 0 1 2, , ,K

G G G( ) ( ) ( ) ( ),a c c F c+ + + + ¢ + =¢2 2 11t t t t

G G G( ) ( ) ( ) ( ),a c c F c+ + + + ¢ + +¢2 2 21t t t t

t t t tt tbw c c a F a b bG G G( ) ( ) ( ) ( , , ;,+ + + ¢ + + + ¢¢1 2 11

c w z b z c a+ + + ¢ ¢ + + ¢2 1t t t; , ) ( ) ( )G G  ×

G( ) ( , , ; ; , ),c F a b b c w z+ + + ¢ ¢+ + + ¢¢2 1 21t t tt t (36)

c k+ +t t, c k+ + ¢ ¹ - - -t t 2 3 4, , ,K

c k+ ¹ - -t 1 2, , ,K      

En los re sul ta dos (29)-(31), (34)-(36) t t, ¢ Î

ú, t t, ,¢> 0 w z< <1 1, .

4.2. Re la cio nes de re cu rren cia 
       para F a b b c c w z2

t t, ( , , ; , ; , )¢ ¢ ¢

De (20) apli can do las fór mu las (4)-(10) ob te -
ne mos:

( ) ( ) ( ) ,¢- ¢ + =¢b a b c Ft t t tG G 2

¢ + ¢+ + ¢ +¢b b c F b w a c bG G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ),t t tt t
2 1  ×

F a b b c c w z2 1t t t t, ( , , ; , ; , )¢ + + ¢ + ¢ -

a b c F a¢ + +¢t t t tG G( ) ( ) ( ),
2 1 (37)

¢ ¹ ¢ ¹ - -b c0 0 1 2, , , ,K

G G( ) ( )( ) ( ),b c c F c+ ¢- ¢- =¢t t t1 12

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),¢- ¢- + - ¢ +¢c a b c F a w c bt t t tt t1 2G G G G  ×

F a b b c c w z2 1t t t t, ( , , ; , ; , )¢ + + ¢ + ¢ +

a b c F a¢ + +¢t t t tG G( ) ( ) ( ),
2 1 (38)

¢ ¹ - -c 10 1 2, , , ,K

( ) ( ) ( ) ( ), , ,¢- ¢- = ¢- ¢- - ¢ ¢+¢ ¢ ¢c b F c F c b F b1 1 1 12 2 2
t t t t t t (39)

¢- ¢ ¹ ¢ ¹ - -c b c1 10 1 2, , , , ,K

¢ = ¢- ¢ ¢+ +¢ ¢c F c b F c2 2 1t t t t, ,( ) ( )

   ¢ ¢+ ¢+¢b F a b b c c w z2 1 1t t, ( , , ; , ; , ) (40)

¢ ¹ - -c 0 1 2, , ,K

G G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ),b c b c F a+ ¢ ¢+ ¢ + =¢t t t t
2 1

G G G G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),b b c c F w b c¢ + ¢+ ¢ + ¢ ¢+ ¢¢t t tt t
2  ×

G G( ) ( ) ( , , ; , ; , ),c b F a b b c c w z+ + + ¢ + ¢ +¢t t tt t
2 1

G G G G( ) ( ) ( ) ( )b c c b z+ ¢ ¢+ ¢t t  ×

F a b b c c w z2 1t t t t, ( , , ; , ; , )¢ + ¢+ ¢ ¢+ ¢ (41)

¢ ¢+ ¢ ¹ - -c c, , , ,t 0 1 2 K  

G G( ) ( ) ( ),¢+ ¢+ ¢ ¢+ =¢b c F b1 12t t t

G G G G( ) ( ) ( ) ( ),¢+ ¢+ ¢ + ¢ ¢ ¢+ ¢¢b c F a z c b1 2t t tt t  ×

F a b b c c w z2 1t t t t, ( , , ; , ; , )¢ + ¢+ ¢ ¢+ ¢ (42)

¢ ¢+ ¢ ¹ - -c c, , , ,t 0 1 2 K  

[ ]G G( ) ( ) ( ) ( ), ,¢ ¢+ + ¢ ¢+ - ¢+ =¢ ¢b c F c F c2 1 22 2t t t t t

a z c b F a b b¢ ¢+ ¢+ ¢ + ¢+ ¢¢t t tt tG G( ) ( ) ( , , ;,1 12

c c w z, ; , )¢+ + ¢2 t (43)
¢ ¹ - - ¢+ ¢ ¹ - - -c c1 2 2 3 4, , , , , ,K Kt   

En los re sul ta dos (37)-(43) t t, ¢ Î ú,   
t t, ,¢> 0    w z+ < 1.

4.3. Re la cio nes de re cu rren cia 
       para F a a b b c w z3

t t, ( , , , ; ; , )¢ ¢ ¢

Usan do (21) y los re sul ta dos (4)-(8) y (10) se
ob tie nen res pec ti va men te:

( ) ( ) ( ), , ,¢- ¢ ¢ ¢ ¢+ - ¢ ¢ ¢+¢ ¢ ¢b a F b F b a F at tt t t t t t
3 3 31 1= (44)

¢ ¹ ¢ ¢ + ¹ - -b a c kt t, , , ,0 1 2 K

( ) ( ) ( ) ( ),c b c F c- + - =¢1 13G G t t t

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),c b c F wa c b- + + +¢1 3G G G Gt t tt t  ×

F a a b b c w z b3 1t t t t, ( , , , ; ; , ) ( )¢ + ¢ + ¢ + - ´G

G G G( ) ( ) ( ) ( ), ,c a F b c a F a+ ¢ ¢ + + ¢ ¢ ¢+¢ ¢t t t tt t t t
3 3 1 (45)

c k c k+ ¹ - - + + ¹ - -t t t10 1 2 0 1 2, , , , , , , ,K K

( ) ( ) ( ) ( ),c b c F c- + - =¢1 13G G t t t

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,c b c b b c F- + - ¢ + +¢1 3G G G Gt t t t  

t t t tt twa c b F a a b b c w zG G( ) ( ) ( , , , ; ; , ),+ + ¢ + ¢ + +¢
3 1

¢ + ¢+¢b b c F bG G( ) ( ) ( ),t t t
3 1 (46)

c k c k+ ¹ - - + + ¹ - -t t t10 1 2 0 1 2, , , , , , , ,K K
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c b c FG G( ) ( ) ,+ + =¢1 3t t t

c b c F c wa c bG G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ),+ + + + + + ´¢1 1 13t t tt t  

F a a b b c w z3 1 1t t t t, ( , , , ; ; , )¢ + ¢ + ¢ + + -

¢ + + + +¢b b c F cG G( ) ( ) ( ),1 13t t t

¢ + + ¢ ¢+ +¢b b c F a a b b c w zG G( ) ( ) ( , , , ; ; , ),1 1 13t t t (47)

c k c k+ ¹ - - + + ¹ - -t t t0 1 2 1 2, , , , , ,K K

G G( ) ( ) ,¢ + ¢ =¢b c Ft t t
3

G G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ),¢ + ¢ ¢+ - ¢+ ¢ ´¢b c F a z c bt tt t
3 1

F a a b b c w z3 1t t t t, ( , , , ; ; , )¢ ¢+ ¢+ ¢ + ¢ (48)

c k c k+ + + ¢ ¹ - -t t t, , , ,0 1 2 K  

G G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ),b b c c F c¢ + + + + ¢ + =¢2 2 13t t t t

G G G G( ) ( ) ( ) ( ) ( ),b b c c F c¢ + + + + ¢ + +¢2 2 23t t t t

t t twa b c c bG G G G( ) ( ) ( ) ( )¢ + + ¢ + +2 1  ×

F a a b b c w z3 1 2t t t t, ( , , , ; ; , )¢ + ¢ + ¢ + + +

G G G G( ) ( ) ( ) ( )b c b c a z+ + ¢+ ¢ + ¢ ¢2 1t t t  ×

F a a b b c w z3 1 2t t t t, ( , , , ; ; , )¢ ¢+ ¢+ ¢ + + ¢ . (49)

c k+ +t t, c k+ + ¢ ¹ - - -t t 2 3 4, , ,K

c k+ ¹ - -t 1 2, , ,K      

En los re sul ta dos (44)-(49) t t, ¢ Î ú,
t t, ,¢> 0 w z< <1 1, .

Otras re la cio nes de re cu rren cia para 
F ii

t t, ( , , )¢ =123  es tán dis po ni bles en [13].

5. Fór mu las de di fe ren cia ción
para las fun cio nes de Appell

ge ne ra li za das

a) De acuer do con (19):

[ ]d

dz
z F a b b c w z

n

n
b n¢+ - ¢ ¢ =1

1
t t, ( , , ; ; , )

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( )
( ) !

c

a

b a k

c k

w

k
k

k

k

+

+
´

=

¥

å
t

t0

[ ]d

dz
z R b a k c k z

n

n
b n¢+ - ¢ + + ¢1

2 1( , ; ; ; )t t t

apli can do (15) se tie ne

[ ]d

dz
z F a b b c w z

n

n
b n¢+ - ¢ ¢ =1

1
t t, ( , , ; ; , )

G

G

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

c

a

b a k

c k

b n

b
zk b

k

+

+

¢+

¢
¢-

=

¥

å
t

t
1

0

 ×

2 1R b n a k c k z
w

k

k

( , ; ; ; )
!

¢+ + + ¢t t t

[ ]d

dz
z F a b b c w z

n

n
b n¢+ - ¢ ¢ =1

1
t t, ( , , ; ; , )

G

G

( )
( )

( , , ; ; , ),¢+

¢
¢+¢- ¢

b n

b
z F a b b n c w zb 1

1
t t (50)

t t, ,¢> 0    c k+ ¹ - - -t 0 1 2 3, , , , ,K    w < 1,  z < 1

don de he mos usa do nue va men te (19).

b) [ ]d

dz
F a b b c w z

n

n 1
t t, ( , , ; ; , )¢ ¢ =

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( )
( ) !

c

a

b a k

c k

w

k
k

k

k

+

+
´

=

¥

å
t

t0

[ ]d

dz
R b a k c k z

n

n 2 1( , ; ; ; )¢ + + ¢t t t  ,

en vir tud de (13)

[ ]d

dz
F a b b c w z

n

n 1
t t, ( , , ; ; , )¢ ¢ =

G

G

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

c

a

b b n

b

a k n

c k n
k

k

¢+

¢

+ + ¢

+ + ¢=

¥ t t

t t0

å ´

2 1R b n a k n c k n z
w

k

k

( , ; ; ; )
!

¢+ + + ¢ + + ¢ ¢t t t t t ,

y de (19)

[ ]d

dz
F a b b c w z

n

n 1
t t, ( , , ; ; , )¢ ¢ =

G

G

G

G

G

G

( )
( )

( )
( )

( )
( )

c

a

b n

b

a n

c n
¢+

¢

+ ¢

+ ¢
´

t

t

F a n b b n c n w z1
t t t t, ( , , ; ; , )¢ + ¢ ¢+ + ¢ (51)

t t, ,¢> 0      c k n+ + ¢ ¹ - - -t t 0 1 2 3, , , , ,K     w < 1,

z < 1.

c) z
d

dz
b F a b b c w z+ ¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ ¢ =¢

1
t t, ( , , ; ; , )

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( )
( ) !

c

a

b a k

c k

w

k
k

k

k

+

+
´

=

¥

å
t

t0

z
d

dz
b R b a k c k z+ ¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ ¢ + + ¢2 1( , ; ; ; )t t t

en ton ces  de (14)
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z
d

dz
b F a b b c w z+ ¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ ¢ =¢

1
t t, ( , , ; ; , )

G

G

G

G

( )
( )

( ) ( )
( )

c

a

b a k

c k
k

k

+

+
´

=

¥

å
t

t0

¢ ¢+ + + ¢b R b a k c k z
w

k

k

2 1 1( , ; ; ; )
!

t t t ,

y de (19)

z
d

dz
b F a b b c w z+ ¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ ¢ =¢

1
t t, ( , , ; ; , )

¢ ¢+¢b F a b b c w z1 1t t, ( , , ; ; , ) (52)

t t, ,¢> 0     c k+ ¹ - - -t 0 1 2 3, , , ,K;   w < 1,  z < 1.

Apli can do un pro ce di mien to aná lo go se es -
ta ble cen los si guien tes re sul ta dos:

[ ]d

dz
F a b b c c w z

n

n 2
t t, ( , , ; , ; , )¢ ¢ ¢ =

G

G

G

G

G

G

( )
( )

( )
( )

( )
( )

¢ ¢+ ¢

¢

+

¢+ ¢
´

c

a

b n

b

a n

c n

t

t

F a n b b n c n w z2
t t t t, ( , , ; ; , )¢ + ¢+ ¢ ¢+ ¢ (53)

t t, ,¢> 0     ¢+ ¢ ¹ - - -c nt 0 1 2 3, , , ,K;   w z+ < 1.

z
d

dz
a F a b b c c w z+

æ

è
ç

ö

ø
÷ ¢ ¢ =¢

2
t t, ( , , ; , ; , )

aF a b b c c w z2 1t t, ( , , ; , ; , )¢ + ¢ ¢ -

wa
c b

b c
F a b b c c w z

G G

G G

( ) ( )
( ) ( )

( , , ; , ; ,,+

+
+ + ¢ + ¢¢t

t
t tt t

2 1 ) (54)

t t, ,¢> 0      ¢ ¹ - - -c 0 1 2 3, , , ,K;    w z+ < 1.

[ ]d

dz
F a a b b c w z

n

n 3
t t, ( , , , ; ; , )¢ ¢ ¢ =

G

G

G

G

G

G

( )
( )

( )
( )

( )
( )

c

a

b n

b

a n

c n¢

¢+ ¢

¢

¢+

+ ¢
´

t

t

F a a n b b n c n w z3
t t t t, ( , , , ; ; , )¢ ¢+ ¢+ ¢ + ¢ (55)

t t, ,¢> 0     c k n+ + ¢ ¹ - - -t t 0 1 2 3, , , ,K;     w < 1,

z < 1.

[ ]d

dz
z F a a b b c w z

n

n
a n¢+ - ¢ ¢ ¢ =1

3
t t, ( , , , ; ; , )

G

G

( )
( )

( , , , ; ; , ),¢+

¢
¢+ ¢¢- ¢

a n

a
z F a a n b b c w za 1

3
t t (56)

t t, ,¢> 0    c k+ ¹ - - -t 0 1 2 3, , , ,K;   w < 1,  z < 1.

z
d

dz
a F a a b b c w z+ ¢

æ

è
ç

ö

ø
÷ ¢ ¢ =¢

3
t t, ( , , , ; ; , )

aF a a b b c w z3 1t t, ( , , , ; ; , )¢ ¢+ ¢ (57)

t t, ,¢> 0    c k+ ¹ - - -t 0 1 2 3, , , ,K;   w < 1,  z < 1.

6. Apli ca ción

A con ti nua ción se usa rán al gu nas de las re -
la cio nes de re cu rren cia ob te ni das en la sec ción 4, 
a fin de de sa rro llar va rias se ries fi ni tas que in vo -
lu cran a las fun cio nes de Appell ge ne ra li za das.

1) De (29) se tie ne:

cF c F c a F aF a1 1 1 11 1 1 1t t t t t t t t, , , ,( ) ( ) ( ) ( )¢ ¢ ¢ ¢- - - = + - +

lue go,

cF c F c

a a

F

a

F a1 1 1 11 1
1

1t t t t t t t t, , , ,( ) ( )
( )

( )¢ ¢ ¢ ¢- - -

+
= -

+

a +1
,

(58)
a ¹ 0, 1.

Intro du cien do el pa rá me tro j en (58) se ob -
tie ne:

cF a j b b c w z

a j a j
1 1

1

t t, ( , , ; ; , )
( )( )

¢ + - ¢

+ - +
-

( ) ( , , ; ; , )
( )( )

,c F a j b b c w z

a j a j

- + - ¢ -

+ - +
=

¢1 1 1
1

1
t t

F a j b b c w z

a j

F a j b b c w1 11
1

t t t t, ,( , , ; ; , ) ( , , ; ; ,¢ ¢+ - ¢

+ -
-

+ ¢ z

a j

)
+

(59)

a j j¹ - - +, 1.

Su man do so bre j en am bos la dos de (59) se
tie ne:

cF a j b b c w z

a j a jj

n
1

1

1
1

t t, ( , , ; ; , )
( )( )

¢

=

+ - ¢

+ - +
-

é

ë
êå

     
( ) ( , , ; ; , )

( )( )

,c F a j b b c w z

a j a j

- + - ¢ -

+ - +

ù

û
ú=

¢1 1 1
1

1
t t

F a j b b c w z

a jj

n
1

1

1
1

t t, ( , , ; ; , )¢

=

+ - ¢

+ -

é

ë
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1
t t, ( , , ; ; , )¢ + ¢

+

ù

û
ú .
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De sa rro llan do la se rie de la de re cha se ob -
tie ne:

cF a j b b c w z

a j a jj

n
1

1

1
1

t t, ( , , ; ; , )
( )( )

¢

=

+ - ¢

+ - +
-

é

ë
êå

     
( ) ( , , ; ; , )

( )( )

,c F a j b b c w z

a j a j

- + - ¢ -

+ - +

ù

û
ú=

¢1 1 1
1

1
t t

F

a

F a

a

F a

a
1 1 11

1
1

1

t t t t t t, , ,( ) ( )¢ ¢ ¢

-
+

+
+

+

+
-

F a

a

F a n

a n

F a n

a n
1 1 12

2
1

1

t t t t t t, , ,( ) ( ) ( )¢ ¢ ¢+

+
+ +

+ -

+ -
-

+

+
K

sim pli fi can do,

cF a j b b c w z

a j a jj

n
1

1

1
1

t t, ( , , ; ; , )
( )( )

¢

=

+ - ¢

+ - +
-

é

ë
êå

     
( ) ( , , ; ; , )

( )( )

,c F a j b b c w z

a j a j

- + - ¢ -

+ - +

ù

û
ú=

¢1 1 1
1

1
t t

1 1
1 1a

F a
a n

F a nt t t t, ,( )
( )

( )¢ ¢-
+

+ (60)

c a- ¹1,    c k+ ¹ - -t 10 1 2, , , ,K; 
a n¹ - - -0 1 2, , , ,K ;    w < 1,    z < 1.

Usan do un pro ce di mien to aná lo go se ob tu -
vie ron, en tre otros, los si guien tes re sul ta dos:

2) En vir tud de (34)

G G( ) ( ) ( , , ; ; , ),c a z F a b b j c w z
j

n

+ ¢ + ¢ ¢+ + ¢ =¢

=

åt t tt t
1

1

[ ]G G( ) ( ) ( ), ,a c F b n F+ ¢ ¢+ -¢ ¢t t t t t
1 1 (61)

b ¹ 0,   c k+ t ,    c k+ + ¢ ¹ - -t t 0 1 2, , ,K,   w < 1,
z < 1.

3) De (30)

c
F a j b b c w z

a jj

n
1

1

1
1

t t, ( , , ; ; , )
( )

¢

=

+ - ¢

+ -
-

é

ë
êå

     
F a j b b c w z

a j
1 1 1

1

t t, ( , , ; ; , )
( )

¢ + - ¢ +

+ -

ù

û
ú=

F a n b b c w z F a b b c w z1 11 1t t t t, ,( , , ; ; , ) ( , , ; ; , )¢ ¢+ ¢ + - ¢ +

(62)

c k+ ¹ - -t 0 1 2, , ,K,    a n¹ - - - +0 1 2 1, , , ,K ;

w < 1,    z < 1.

4) De (30)

a
F a b b c j w z

c jj

n
1

1

1
1

t t, ( , , ; ; , )
( )

¢

=

+ ¢ +

+ -
-

é

ë
êå ,

        
F a b b c j w z

c j
1

1

t t, ( , , ; ; , )
( )

¢ ¢ +

+ -

ù

û
ú=

F F a b b c n w z1 1
t t t t, , ( , , ; ; , )¢ ¢- ¢ + (63)

c k+ ¹ - -t 0 1 2, , ,K,    c n¹ - - - +0 1 2 1, , , ,K ;

w < 1,    z < 1.

5) De acuer do con (31)

G G

G G

( ) ( )
( ) ( )

( , , ; ; , ),c a

a c
z F a b b j c w z

j

+

+
+ ¢+ +¢

=

t

t
t tt t

1
1

n

å =

F b n F1 1
t t t t, ,( )¢ ¢¢+ - (64)

c k+ t ,   c k+ + ¹ - -t t 0 1 2, , , ,K    w < 1,    z < 1.

De los re sul ta dos (37)-(40), (42), (44)-(46) y
(48) pue den es ta ble cer se se ries fi ni tas que in vo -
lu cran a las fun cio nes F2

t t, ¢ y F3
t t, ¢ [13].

7. Ca sos par ti cu la res

Para t t= ¢ =1 se ob tie nen re sul ta dos para
las fun cio nes F w z ii ( , ), , ,=123 como se in di ca
en la Ta bla 1.
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Ta bla 1
Ti pos de Fór mu las de Re duc ción

Nº de la ecuación Tipo de caso particular Referencia

(26)-(28) Representaciones integrales [14, p.332. Nos.(7)-(9)]

(29-(31), (34)-(49) Relaciones de recurrencia

(50)-(57) Fórmulas de diferenciación

(60)-(64) Series finitas



Agra de ci mien to

L. Ga lué agra de ce al CONDES por el so por -
te fi nan cie ro.

Re fe ren cias Bi blio grá fi cas

1. L. C. An drews: Spe cial Func tions of Math e -
mat ics for En gi neers. SPIE; Ox ford Sci ence
Pub li ca tions, 1998.

2. N. N. Lebedev: Spe cial Func tions and Their
Ap pli ca tions. Prentice-Hall, Inc., New York,
1965.

3. J. B. Sea born: Hypergeometric Func tions
and Their Ap pli ca tions. Springer-Verlag,
New York, 1991.

4. H. M. Srivastava and B. Kashyap: Spe cial
Func tions in Queu ing The ory and Re lated
Sto chas tic Pro cess. Ac a demic Press, New
York, 1982.

5. H. Exton: Hand book of Hypergeometric
Integrals. John Wiley & Sons, New York,
1978.

6. H. Exton: Mul ti ple Hypergeometric Func -
tions and Ap pli ca tions. Ellis Horwood,
Chichester, 1976.

7. S. L. Kalla, B. N. Al-Saqabi and H. G. Khajah:
A uni fied form of gamma-type dis tri bu tions.
Ap plied Math e mat ics and Com pu ta tions,
118 (2000), 175-187.

8. N. Virchenko: On some gen er al iza tions of the 
func tions of hypergeometric type. Frac tional

Cal cu lus and Ap plied Anal y sis. 2, 3 (1999),
233-244.

9. N. Virchenko, S. L. Kalla and A. Al-Zamel:
Some re sults on a gen er al ized hyper -
geometric func tion. In te gral Trans forms and
Spe cial Func tion 12, 1 (2001), 89-100.

10. L. Galué, A. Al-Zamel and S. L. Kalla: Fur ther 
re sults on gen er al ized hypergeometric func -
tions. Ap plied Math e mat ics and Com pu ta -
tion, 136 (2003), 17-25.

11. A. H. Al-Shammery and S. L. Kalla: An ex ten -
sion of some hypergeometric func tion of two
vari ables. Rev. Acad. Canar. Cienc., XII
(Núms. 1-2) (2000), 189-196.

12. H. M. Srivastava, K. C. Gupta and S. P.
Goyal: The H-func tions of One and Two Vari -
ables. South Asian Pub lish ers, New Delhi,
1982.

13. J. A. Cas ti llo: Algu nos re sul ta dos so bre las
fun cio nes de Appell ge ne ra li za das. La Uni -
ver si dad del Zu lia, Te sis de Ma gis ter.
Maracaibo, 2004.

14. A. P. Prudnikov, Yu. A. Brychkov and O. I.
Marichev: Integrals and Se ries. Gordon and
Breach Sci ence Pub lish ers, Vol. 3, New York,
1992.

Re ci bi do el 11 de Abril de 2005

En for ma revi sa da el 23 de Ene ro de 2006

Rev. Téc. Ing. Univ. Zu lia. Vol. 29, No. 1, 2006

92 Castillo y Galué


