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Abstract

This re search pres ents a math e mat i cal model of the clas sic sys tem of beam and sphere us ing pneu -
matic ac tu a tor. In the work, mod els are de vel oped for the plant, a pneu matic dou ble ef fect cyl in der and its
pro por tional valve. These mod els are ob tained from the equa tions of Lagrange, ki ne mat ics of mech a -
nisms, the law for the ideal gas, en ergy equa tion for an open sys tem, equa tion of con ti nu ity for the mass
flow rate, and equa tion of the noz zle. The non lin ear ef fects pro duced by the com pressed air flow dy nam ics
and the fric tion be tween the pis ton and the cyl in der walls are con sid ered to de velop the model equa tions.
The model is val i dated by means of sim u la tion in Matlab Simulink.

Key words: Beam and sphe re system, pneu ma tic dou ble ef fect cylin der, pro por tio nal val ve,
dyna mic mat he ma ti cal mo del.

Mo de la ción di ná mi ca y simu la ción del sis te ma clá si co 
de viga y es fe ra me dian te ac cio na mien to neu má ti co

Re su men

Esta in ves ti ga ción pre sen ta un mo de lo ma te má ti co di ná mi co del sis te ma clá si co de viga y es fe ra uti -
li zan do un ac tua dor neu má ti co. En este tra ba jo se de sa rro llan mo de los tan to para la plan ta como para el
ci lin dro neu má ti co de do ble efec to y su vál vu la pro por cio nal. Estos mo de los son ob te ni dos a par tir de las
ecua cio nes de La gran ge, ci ne má ti ca de me ca nis mos, ley del gas ideal, ecua ción de ener gía para un sis te -
ma abier to, ecua ción de con ti nui dad para el flu jo má si co y ecua ción de la to be ra. Para de sa rro llar las
ecua cio nes se to man en cuen ta los efec tos no li nea les pro du ci dos por la di ná mi ca del flu jo de aire com pri -
mi do y la fric ción exis ten te en tre el pis tón y las pa re des del ci lin dro. El mo de lo es va li da do me dian te si mu -
la ción en Mat lab Si mu link.

Pa la bras cla ve: Sis te ma viga y es fe ra, ci lin dro neu má ti co de do ble efec to, vál vu la pro por cio nal,
mo de lo ma te má ti co di ná mi co.

1. Intro duc ción

Du ran te mu chos años se ha uti li za do el sis -
te ma de viga y es fe ra como ejem plo de un sis te ma 
ines ta ble [1]. Por ejem plo, en la Uni ver si dad de
Mi chi gan se ha es tu dia do su di ná mi ca, cuan do el 
ac cio na mien to em plea do es un mo tor eléc tri co

DC con aco pla mien to di rec to [2]. Por otra par te,
la mo de la ción de los sis te mas con ac cio na mien to
neu má ti co ha sido tema de nu me ro sos tra ba jos
du ran te los úl ti mos quin ce años. Con la sim pli fi -
ca ción en men te, los di ver sos mo de los pro pues -
tos han con si de ra do un com por ta mien to li neal
[3-6]; sin em bar go, en esta in ves ti ga ción se ha to -
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ma do en cuen ta la alta no li nea li dad exis ten te en
los ele men tos neu má ti cos, oca sio na da por la di -
ná mi ca pro pia del aire com pri mi do y la fric ción
en el in te rior del cilindro.

2. Sis te ma de viga y es fe ra
usan do ac cio na mien to neu má ti co

El sis te ma bá si co cons ta de una es fe ra co lo -
ca da so bre una viga, a uno de cu yos ex tre mos se
fija un ac tua dor, mien tras el otro ac túa como pi -
vo te, tal como se ob ser va en la Fi gu ra.1. Cuan do
la viga cam bia su po si ción en un án gu lo q, de bi do
a la ac ción del ac tua dor, la es fe ra rue da sin des li -
zar, es ta bi li zán do se en una po si ción r, di fe ren te
de la que te nía ini cial men te.

3. Mo de lo ma te má ti co
de la plan ta

El mo de lo ma te má ti co de la plan ta está
cons ti tui do por dos ele men tos: el sis te ma de viga
y es fe ra y el me ca nis mo de des li za dor y ma ni ve la.

3.1. Sis te ma de viga y esfe ra

A par tir de la ecua ción de la ener gía ci né ti ca
de una par tí cu la y de la ecua ción de La gran ge
para di cha ener gía, se lo gra re la cio nar la po si ción
de la es fe ra (r) con la po si ción an gu lar de la viga (q). 
En coor de na das po la res, es tas ecua cio nes son:

[ ]E m r rc esf= +
1
2

2 2 2( & ) ( &)q (1)

d

dt

E

r

E

r
Fc c

r

¶

¶

¶

¶&

é

ëê
ù

ûú
- =  . (2)

Sus ti tu yen do la ecua ción (1) en la ecua ción
(2) y de sa rro llan do las de ri va das res pec ti vas, se
ob tie ne:

m r m r Fesf esf r
&& ( &&)- =q 2  . (3)

En el dia gra ma de cuer po li bre de la es fe ra
(Fi gu ra 2.a), al rea li zar la su ma to ria de fuer zas en 
di rec ción de r, re sul ta:

F f m gr re esf= - - sen q . (4)

Al sus ti tuir (4) en (3) se ob tie ne:

m r m r f m gesf esf re esf
&& ( & )- = - -q q2 sen  . (5)

La su ma to ria de tor ques en la es fe ra (Fi gu -
ra 2.b), pro du ce:

f R Jre = a. (6)

Las ecua cio nes (7) y (8) pro por cio nan las
ex pre sio nes para la ace le ra ción an gu lar (a) y el
mo men to de iner cia con res pec to al cen tro C (J):

a =
&&r

R
 . (7)

J m Resf=
2
5

2. (8)

Sus ti tu yen do las ecua cio nes (7) y (8) en la
ecua ción (4) y des pe jan do fre, se ob tie ne:

f m rre esf=
2
5

&& . (9)
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Fi gu ra 1. Sis te ma de viga y es fe ra
con ac cio na mien to neu má ti co.



Sus ti tu yen do la ecua ción (9) en la ecua ción
(5) y sim pli fi can do, que da fi nal men te:

7
5

02&& ( & )r g r+ - =sen q q . (10)

3.2. Me ca nis mo de des li za dor 
       y ma ni ve la

El me ca nis mo de des li za dor y ma ni ve la,
que se ob ser va en la Fi gu ra 3.a, es el en car ga do
de trans mi tir el mo vi mien to o des pla za mien to del 
ci lin dro neu má ti co a la viga. El mo de lo ma te má -
ti co que se ob tie ne del aná li sis de este me ca nis -
mo per mi te ob te ner una ex pre sión para la po si -

ción an gu lar de la viga (q) en fun ción de la po si -
ción del vás ta go del ci lin dro (yp ).

Ubi can do a los vec to res del me ca nis mo de
des li za dor y ma ni ve la (Fi gu ra 3.b) en el pla no com -
ple jo, y con el fin de ha llar el des pla za mien to y, se
es cri be la ecua ción vec to rial co rres pon dien te [8]:

Le be yej j jq b f+ + = 0. (11)

Usan do la iden ti dad de Eu ler en la ecua ción 
an te rior, re sul ta:

y j sen L j(cos ) (cos )f f q q+ + + -sen
b j(cos )b b+ =sen 0. (12)
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Fi gu ra 3. (a) Me ca nis mo de des li za dor y ma ni ve la. (b) Vec to res en el me ca nis mo de des li za dor y ma ni ve la.

Fi gu ra 2. (a) Dia gra ma de cuer po li bre de la es fe ra. (b) Su ma to ria de tor ques apli ca dos a la es fe ra.



Se pa ran do la ex pre sión an te rior en par te
real e ima gi na ria, con f = 90, se ob tie nen:

L bcos cosq b=

y L b+ =sen senq b. (13)

Ele van do al cua dra do las ex pre sio nes an te -
rio res, su mán do las, re la cio nan do el des pla za -
mien to del pun to B (y) con res pec to a la po si ción
del pis tón (yp) a tra vés de la ex pre sión y = 0.500 –
yp , se ob tie ne fi nal men te la si guien te ecua ción:

q =
- - -
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Otra ex pre sión que se ob tie ne del aná li sis
del me ca nis mo de des li za dor y ma ni ve la es la
fuer za que ejer ce la car ga de la plan ta so bre el
vás ta go del ci lin dro (FL ). Para ello se toma como
re fe ren cia la po si ción del me ca nis mo mos tra da
en la Fi gu ra 3.a y se apli ca el mé to do de fuer za
equi va len te [8] en el pun to A de la viga OA. Este
pro ce di mien to se re pi te para el pun to B de la ma -
ni ve la AB y re la cio nan do q con res pec to a b, me -

dian te la ex pre sión b q=
æ

è
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4. Mo de lo ma te má ti co di ná mi co
del ci lin dro neu má ti co

de do ble efec to

4.1. Cá ma ras del ci lin dro

El ci lin dro de do ble efec to po see dos cá ma -
ras se pa ra das. A con ti nua ción, se de sa rro lla un
mo de lo ma te má ti co di ná mi co para cada una de
ellas, vin cu lan do el cam bio de pre sión con la tasa 
de flu jo má si co y la ve lo ci dad de tras la ción del
pis tón. En al gu nos tra ba jos pre vios [9-11], al
igual que en éste, las ecua cio nes se de ri van bajo
las si guien tes con si de ra cio nes:

1. El aire com pri mi do es un gas per fec to.

2. La pre sión de ali men ta ción se con si de ra
cons tan te.

3. La pre sión y la tem pe ra tu ra den tro de las
cá ma ras son ho mo gé neas.

4. El pro ce so se con si de ra iso tér mi co.

5. Se des pre cian las ener gías ci né ti ca y po ten -
cial.

6. Los pro ce sos de car ga y des car ga son adia -
bá ti cos.

7. No se con si de ran es ca pes de aire en las cá -
ma ras.

El mo de lo más ge ne ral para un vo lu men de
gas cons ta de tres ecua cio nes [12] - [13]: la ecua -
ción de es ta do (ley del gas ideal), la ecua ción de la
con ser va ción de la masa (ley de con ti nui dad) y la
ecua ción de la ener gía. Las ecua cio nes se apli can 
a cada cá ma ra, con si de ran do los vo lú me nes de
con trol V1 y V2 (Fi gu ra 4.a). El aná li sis se hace
para una cá ma ra (la otra tie ne una ex pre sión
aná lo ga).

El flu jo má si co se de fi ne como en [14]:

&m
d

dt
V= r . (16)

La ecua ción de con ti nui dad para la tasa de
flu jo má si co [14] es:

& & & &m m V Vent sal- = +r r . (17)

La ecua ción de la ener gía para un sis te ma
abier to [14] es:

& ( & & ) &Q m h m h W
dE

dtent ent sal sal+ - - = . (18)

Con las si guien tes ex pre sio nes:

dE

dt
U= &           (Se han des pre cia do Ec y Ep) (19)

h kC T= n (Pro ce so iso tér mi co) (20)

&Q q qent sal= - = 0 (Pro ce so adia bá ti co) (21)

& &W PV= (Por de fi ni ción) (22)

Intro du cien do las ecua cio nes (19-22) en la
ecua ción (18), que da:
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kC m T m T PV Uent saln ( & & ) & &- - = (23)

Tam bién se apli can las si guien tes ecua cio -
nes [15]:

P RT= r (Ley del gas ideal) (24)

&
& &

U
VP PV

K
=

+

-1
(Ener gía in ter na) (25)

C
P

k Tn r
=

-( )1
(Cn del gas ideal) (26)

Intro du cien do las ecua cio nes (24-26) en la
ecua ción (23) y des pe jan do &P:

& ( & & ) &P
RTk

V
m m

kP

V
Vent sal= - + . (27)

De bi do a que la trans fe ren cia de ca lor en el
pro ce so de en tra da y sa li da es di fe ren te, se sus ti -
tu ye la re la ción de ca lor es pe cí fi co (k) por un coe -
fi cien te de ca rac te rís ti ca tér mi ca (a) [16] en el se -
gun do tér mi no de la ecua ción (27):

& ( & & ) &P
RTk

V
m m

P

V
Vent sal= - +

a
. (28)

Si se es co ge el ori gen del des pla za mien to
del pis tón en la mi tad de la ca rre ra del vás ta go, el

vo lu men de cada cá ma ra vie ne dado por la si -
guien te ecua ción:

V V A L yi oi i c p= + ±
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

 . (29)

Des pe jan do &V  en la ecua ción (22) y sus ti tu -
yen do &W  por PA yi p , que da:

&
& &

&V
W

P

PA y

P
A y

i p
i p= = = . (30)

Sus ti tu yen do las ecua cio nes (29) y (30) en
la ecua ción (28) y con si de ran do ade más que en el
pro ce so de car ga de la cá ma ra del ci lin dro los flu -
jos má si cos es tán da dos por: & &m ment i=  y &msal = 0, 
y que en el pro ce so de des car ga de la cá ma ra, los
flu jos vie nen da dos por: &ment = 0 y & &m msal i= , se
ob tie nen las ecua cio nes que des cri ben el com -
por ta mien to de las cá ma ras del ci lin dro:

&
& &

P
RTkm P A y

V A L y

p

o C p

1
1 1 1

1 1

1
2
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&
& &

P
RTkm P A y

V A L y

p

o C p

2
2 2 2

2 2

1
2

=
-

+ +
æ

è
ç

ö

ø
÷

a
 . (32)
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Fi gu ra 4. (a) Vo lú me nes de con trol para las cá ma ras del ci lin dro. 
(b) Dia gra ma de cuer po li bre del ém bo lo.



4.2. Émbo lo del ci lin dro

El com por ta mien to del ém bo lo del ci lin dro
pue de ser mo de la do usan do la se gun da ley de
New ton. En la Fi gu ra 4.b se mues tra su dia gra ma 
de cuer po li bre, del cual re sul ta (Ff es la fuer za de
fric ción):

P A P A Mg F sign y F MyLp p f p1 1 2 2- - - - =( & ) && . (33)

F F m gLp L a= + n ,
(FL es el mis mo de la ecua ción (15)) (34)

Sus ti tu yen do la ecua ción (34) en la (33) se
ob tie ne:

P A P A Mg F m g sign y F MyL a p f p1 1 2 2- - - - - =n ( & ) &&

(35)

La fuer za de fric ción pre sen ta un com por ta -
mien to im pre de ci ble, ori gi na do por di ver sos fac -
to res, como son: la con di ción de lu bri ca ción del
aire, las con di cio nes de ope ra ción y, prin ci pal -
men te, de la ve lo ci dad. Esta fuer za de fric ción ha
sido ob je to de es tu dio por al gu nos in ves ti ga do res 
con el fin de ob te ner su mo de lo ma te má ti co di ná -
mi co [17] y [18]. Con es tos mo de los se ha de sa rro -
lla do una des crip ción y re pre sen ta ción más de ta -
lla da y pre ci sa del com por ta mien to de la fric ción.
Éstos van des de los más sim ples, pa san do por
otros más com ple jos como el mo de lo de la fuer za
de fric ción de Cou lomb y el mo de lo de fric ción vis -
co sa, has ta los más ela bo ra dos, como lo es el mo -
de lo de LugG re, pro pues to en [17], don de la fuer -
za de fric ción pue de ex pre sar se como la su ma to -
ria de una fuer za de fric ción de Cou lomb y otra
viscosa:

F F Ff C V= + . (36)

El mo de lo de fuer za de fric ción de Cou lomb
ha sido va li da do en [19-21], con la va li da ción ex -
pe ri men tal de Kang [22]; por con si guien te, éste
es el mo de lo uti li za do en este tra ba jo.

La fuer za de fric ción de Cou lomb (FC ) y la
fuer za de fric ción vis co sa (Fn) se ex pre san como:

[ ]{ }F sign y F sign y FC p sC p dC= - +1 2( & ) ( & ) . (37)

F ypn j= & . (38)

Sus ti tu yen do las ecua cio nes (37) y (38) en
la ecua ción (36), se ob tie ne la si guien te ex pre -
sión:

[ ]{ }F sign y F sign y F yf p sC p dC p= - + +1 2( & ) ( & ) &j .

(39)

5. Mo de lo ma te má ti co di ná mi co
de la vál vu la re gu la do ra

de cau dal

En este sis te ma se uti li za una ser vo vál vu la
de cin co vías y tres po si cio nes (ver sím bo lo en la
Fi gu ra 5), la cual se ca rac te ri za por ser de po si -
cio na mien to con ti nuo en tre sus dos ubi ca cio nes
ex tre mas.

A con ti nua ción se de sa rro lla un mo de lo del
flu jo de aire que se des pla za a tra vés de un ori fi cio
de área va ria ble de una vál vu la pro por cio nal, en
fun ción de las pre sio nes de las cá ma ras (Pu, Pd ) y
de la pre sión de ali men ta ción (Ps ) y sin to mar en
cuen ta los es ca pes de aire. Para este pro pó si to se
uti li za como ecua ción bá si ca la fór mu la de la to be -
ra [23], la cual ex pre sa el flu jo má si co ideal isen tró -
pi co (para un solo ori fi cio) de la si guien te ma ne ra:

& ( , , )m A P C R T k
P

Pn ef u T
d

u

=
æ

è
çç

ö

ø
÷÷1 y  . (40)

C R T k
k

RT k k

k
( , , )

( )1

1

12
1

2
1

=
+ +

é

ëê
ù

ûú
+

(C es una fun ción cons tan te) (41)
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Fi gu ra 5. Ser vo vál vu la de cin co vías
y tres po si cio nes (5/3).



Con res pec to al área efec ti va del ori fi cio de
la vál vu la, su mo de la ción se hace con la ayu da de 
cur vas ob te ni das ex pe ri men tal men te en el tra ba -
jo de Bas hir [24], cuya ex pre sión ana lí ti ca es:

A A
u u

u
Aef m

s

o

C D

o=
-æ

è
çç

ö

ø
÷÷ -

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

+1 . (42)

Para la fun ción y, se iden ti fi can dos for mas, 
cua li ta ti va men te igua les, pero cuan ti ta ti va men -
te di fe ren tes, las cua les co rres pon den al pro ce so
de car ga (yC ) y des car ga (yd ), res pec ti va men te.
Sus ex pre sio nes ana lí ti cas se de ri van de cur vas
ob te ni das ex pe ri men tal men te [24] y son:
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e g

C
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u

P

P
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1 . (44)

La ecua ción 40 tie ne dos ex pre sio nes, de -
pen dien do del pro ce so que se esté rea li zan do, ya
sea de car ga de aire del ci lin dro ( &m c ) o de des car ga 
de aire al ci lin dro ( &md ), y las ex pre sio nes son:

& ( )
( )

m A P
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RT k k

P

Pc ef u

k
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= ±
+ +

é

ëê
ù

ûú
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

+2
1

2
1

1

1
y . (45)
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y . (46)

Du ran te el pro ce so de car ga, la pre sión de
ali men ta ción se con si de ra la pre sión aguas arri -
ba, mien tras que la pre sión en la cá ma ra del ci -
lin dro es la pre sión aguas aba jo; mien tras que en
el pro ce so de des car ga, la pre sión en la cá ma ra es 
la pre sión aguas arri ba y la pre sión de la at mós fe -
ra es la pre sión aguas aba jo.

6. Si mu la cio nes del mo de lo
ma te má ti co di ná mi co

del sis te ma

Con la fi na li dad de va li dar el mo de lo ma te -
má ti co di ná mi co ob te ni do, se si mu ló el mis mo en
Mat lab Si mu link, uti li zan do ten sio nes de en tra -
da va ria bles para la ser vo vál vu la.

En la Fi gu ra 6 se re su me un pri mer ex pe ri -
men to de si mu la ción, en don de se pre sen tan
cam bios en la ten sión de ali men ta ción de la ser -
vo vál vu la. Como se pue de ob ser var, tan to la po si -
ción del pis tón como la in cli na ción de la viga si -
guen los cam bios en la ten sión de en tra da; es de -
cir, cuan do en t = 1 seg, la ten sión de en tra da au -
men ta de 5V a cer ca de 10V, el vás ta go co mien za
a avan zar ha cia su po si ción de má xi ma ex ten sión 
(0.10 m), al can zán do la jus to an tes de t = 2 seg. A
esta ex ten sión co rres pon de a la má xi ma in cli na -
ción de la viga (13°). En t = 2 seg ocu rre otro cam -
bio brus co en la ten sión de en tra da, la cual dis -
mi nu ye a 0V, con lo que el vás ta go re tro ce de y la
viga se in cli na has ta –10.56°, para un tiem po algo 
me nor a 4 seg.

Una vez en mo vi mien to, la es fe ra ne ce si ta
tiem po para de te ner se y cam biar de di rec ción,
de bi do a su iner cia pro pia. Esto se ob ser va en la
grá fi ca, ya que, cuan do la viga pasa por la po si -
ción de equi li brio (0°), en t = 3 seg, la es fe ra con ti -
núa ro dan do en di rec ción a r = 0.5 m, de te nién -
do se y cam bian do la di rec ción de mo vi mien to en
t = 3.2 seg, apro xi ma da men te. En cuan to a las
pre sio nes y los flu jos má si cos, se pue de de cir
que, cuan do el pis tón avan za ha cia su ex tre mo,
la pre sión 1 au men ta y la pre sión 2 dis mi nu ye,
mien tras que el flu jo má si co 1 es po si ti vo y el flu jo 
má si co 2 es ne ga ti vo.

Cuan do se apli ca una ten sión de en tra da
que va des de la ten sión de equi li brio (5 vol tios)
has ta un va lor cer ca no al má xi mo (8 vol tios) y
lue go se dis mi nu ye a un va lor in fe rior al an te rior,
pero ma yor de 5 vol tios (Fi gu ra 7), el pis tón avan -
za al ex tre mo má xi mo y lue go re tro ce de, su ce -
dien do lo mis mo con la in cli na ción de la viga. La
es fe ra ini cia su mo vi mien to des de el re po so has ta 
el ex tre mo fijo de la viga y con ti núa su re co rri do a
pe sar de los cam bios. Esto se debe a que la in cli -
na ción de la viga per ma ne ce po si ti va du ran te un
lar go tiem po, con lo que la es fe ra se sal dría de la
viga.

7. Con clu sio nes

El mo de lo ma te má ti co di ná mi co del sis te -
ma de viga y es fe ra con ac cio na mien to neu má ti co 
está cons ti tui do por las ecua cio nes (10), (14) y
(15) (para la plan ta), las ecua cio nes (31-32), (35)
y (39) (para el ci lin dro) y las ecua cio nes (42-46)
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Fi gu ra 6. Si mu la ción co rres pon dien te al mo de lo ma te má ti co di ná mi co del sis te ma de viga y es fe ra
con ac cio na mien to neu má ti co, para una ten sión de en tra da va ria ble en tre 0 y 8 V.

Fi gu ra 7. Si mu la ción co rres pon dien te al mo de lo ma te má ti co di ná mi co del sis te ma viga y es fe ra
con ac cio na mien to neu má ti co para una ten sión de en tra da va ria ble en tre 5 y 8 V.



(para la vál vu la). Se pue den ha cer mo di fi ca cio nes 
al mo de lo pre sen ta do, me dian te cam bios en al -
gu nas de las con si de ra cio nes asu mi das, con vir -
tién do lo así en un mo de lo aún más com ple jo,
pero más exac to. El mo de lo de sa rro lla do re sul ta
ser de una gran uti li dad para el aná li sis y si mu la -
ción de otros sis te mas que in clu yan ac cio na -
mien tos neu má ti cos, por que el mis mo ha sido
ob te ni do to man do en cuen ta la no li nea li dad
exis ten te en los ele men tos neu má ti cos, pro ve -
nien te de la di ná mi ca del aire com pri mi do y la
fric ción in ter na del ci lin dro. De esta ma ne ra, el
mo de lo pue de uti li zar se con sis te mas au to má ti -
cos de con trol que in clu yan ac tua do res neu má ti -
cos, per mi tien do el en sa yo de téc ni cas de con trol
para sis te mas no lineales.

Como va li da ción del mo de lo ob te ni do se si -
mu ló el sis te ma com ple to de viga y es fe ra em -
plean do di fe ren tes va lo res de ten sión de en tra da
para la ser vo vál vu la. En los dos ex pe ri men tos
rea li za dos, los re sul ta dos fue ron to tal men te sa -
tis fac to rios con res pec to al com por ta mien to es -
pe ra do.

8. Lis ta de tér mi nos

J, R, mesf : Momento de inercia para una
esfera maciza, radio y masa de la
esfera.

r, g: Posición de la esfera y aceleración
de gravedad, respectivamente.

θ, L: Ángulo de inclinación de la viga y
longitud de la viga,
respectivamente.

δ: Ángulo que forma un extremo del
brazo de palanca con la horizontal.

Ec, fre : Energía cinética de la partícula y
fuerza de roce entre la esfera y la
viga.

&, &&r r : Velocidad y aceleración de la
esfera

&, &&q q a= : Velocidad y aceleración angular de 
la viga (OA)

β: Ángulo formado entre la manivela
y la horizontal

y, b: Desplazamiento del punto B y
longitud de la manivela,
respectivamente.

FL, mvi,
mma:

Fuerza de carga en el punto B,
masa de la viga (OA) y de la
manivela (AB).

&m, ρ, V: Flujo másico, densidad y volumen.

& , &m ment sal : Flujo másico de entrada y de
salida de la cámara del cilindro.

& , &, &V r Q: Derivada con respecto al tiempo
del volumen, de la densidad y del
calor.

h, hent, hsal: Entalpía, entalpía de entrada y de
salida de la cámara.

E, &W : Energía total en la cámara y tasa
de cambio del trabajo realizado.

k, Cv: Relación de calor específico y calor 
específico a volumen constante.

T, P,
qent,qsal:

Temperatura, presión, calor que
entra y calor que sale de la
cámara.

&U ,R: Cambio de la energía interna y
constante del gas ideal.

&P,α: Derivada de la presión y
coeficiente de característica
térmica.

Vi, Voi : Volumen de la cámara i y volumen 
muerto de la cámara i.

Ai, Lc: Área efectiva de la cámara i y
carrera máxima del vástago.

∑Fy: Sumatoria de todas las fuerzas
aplicada al émbolo en el eje y.

M, yp, 
& , &&y yp p , D:

Masa, desplazamiento, velocidad,
aceleración y diámetro del émbolo.

Ff , FLp, i: Fuerza de fricción, fuerza de carga
sobre el pistón y número de la
cámara del cilindro (1,2).

mva,dva: Masa y diámetro del vástago.

FC, FsC, FdC

:
Fuerza de fricción de Coulomb,
estática de Coulomb y dinámica de 
Coulomb.

Fv, ϕ: Fuerza de fricción viscosa y
coeficiente de fricción viscosa.

Pu, Pd: Presión absoluta aguas arriba del
orificio y aguas abajo del orificio,
respectivamente.

Aef, Pcrit: Área efectiva del flujo del orificio y
relación de presión crítica (Pcrit =
0.528 = b).
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k, ΨT: Constante isentrópica, función
factor de flujo de aire.

Tu: Temperatura absoluta aguas
arriba.

Am, C, D, ε, 
γ, Ao:

Constantes.

u: Voltaje de mando de la válvula
proporcional.

us: Voltajes de la válvula proporcional
correspondiente a Aef = 0.

uo: Voltajes de la zona muerta de la
válvula proporcional.
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