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Abstract

In this pa per some sin gle and dou ble in te grals in vol ving the ge ne ra li zed hyper geo me tric func tion of
Wright p q zY ( ) are eva lua ted. Inte grals in vol ving the func tion 2 1R zt ( ) as par ti cu lar ca ses are ob tai ned.
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Algu nas in te gra les que in vo lu cran la fun ción
hi per geo mé tri ca de Wright

Resumen

En este ar tícu lo se eva lúan al gu nas in te gra les sim ples y do bles que in vo lu cran a la fun ción hi per -
geo mé tri ca ge ne ra li za da de Wright p q zY ( ). Se ob tie nen como ca sos par ti cu la res in te gra les que in vo lu cran
a la fun ción 2 1R zt ( ).

Pa la bras cla ve: Inte gra les, fun ción hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de Wright.

1. Intro duc ción

En las ma te má ti cas apli ca das tie nen gran
re le van cia las lla ma das fun cio nes es pe cia les,
ya que és tas apa re cen en las so lu cio nes de
ecua cio nes di fe ren cia les. Entre las fun cio nes
es pe cia les más im por tan tes es tán las fun cio nes 
hi per geo mé tri cas: la fun ción hi per geo mé tri ca
de Gauss, la fun ción hi per geo mé tri ca ge ne ra li -
za da p qF z( ), la fun ción de Appell, la fun ción de
Hum bert, la fun ción de Lau ri ce lla y otras.
Estas se en cuen tran en mu chas apli ca cio nes
ta les como es ta dís ti ca, teo ría cuán ti ca, ecua -
cio nes fun cio na les, vi bra ción de vi gas, con duc -
ción de ca lor, elas ti ci dad, ra dia ción, etc. De bi -
do a su im por tan cia se es tu dian sus pro pie da -
des, de sa rro llos asin tó ti cos, de sa rro llos en se -
rie, etc. a fin de ob te ner un es tu dio de ta lla do del 
com por ta mien to ana lí ti co de ta les fun cio nes el
cual per mi te re sol ver una am plia va rie dad de
pro ble mas.

Una ge ne ra li za ción de la fun ción hi per geo -
mé tri ca ge ne ra li za da p qF z( ) es la lla ma da fun -
ción hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de Wright 

p q zY ( ). Esta fun ción y sus apli ca cio nes han sido
ob je to de es tu dios en la úl ti ma dé ca da [1-3]. En
1994, Alfon so Chi ri no [1] de du ce una re pre sen -
ta ción in te gral para di cha fun ción, así como tam -
bién cal cu la va rias in te gra les que in vo lu cran a 

2 1Y ( )z . Re cien te men te en 1999, Nina A. Vir chen -
ko [2] es ta ble ce al gu nas pro pie da des de la fun -
ción hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de Wright 

2 1R zt ( ) y uti li za la fun ción hi per geo mé tri ca con -

fluen te ge ne ra li za da 1 1Ft ( )z  para de fi nir las fun -

cio nes de La gue rre t n
aL z( ) y otras fun cio nes.

En el pre sen te ar tícu lo se eva lúan al gu nas
in te gra les sim ples y do bles que in vo lu cran a la
fun ción hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de Wright 

p q zY ( ) par tien do de su de fi ni ción, y usan do téc ni -
cas ope ra cio na les co no ci das. Ade más se men cio -
nan va rios ca sos par ti cu la res.
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2. La Fun ción Hi per geo mé tri ca
Ge ne ra li za da de Wright

Una in te re san te ge ne ra li za ción de la se rie 

p qF  fue in tro du ci da por el ma te má ti co E.M.
Wright quien con si de ró la si guien te fun ción hi -
per geo mé tri ca ge ne ra li za da: [4], [5, p. 21, No.
(38)]
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don de los coe fi cien tes A Ap1, ,K  y B Bq1, ,K  son
nú me ros rea les po si ti vos. Esta se rie se co no ce
como la fun ción hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de
Wright.

Mu chos in ves ti ga do res [1, 2, 6-14] han es -
tu dia do esta fun ción es ta ble cien do para ella al -
gu nas pro pie da des, ca sos par ti cu la res y apli ca -
cio nes.

Com pa ran do la de fi ni ción p qF z( ) y (1) ob te -
ne mos la si guien te re la ción: [5, p. 21, No. (40)]
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Un caso es pe cial de p q zY ( ) es: ([2, p. 234,
No. (2.1)], [15])
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don de t Î R, t > 0; a b c, ,  son nú me ros com ple jos
ta les que G( )a k+ , G( )b k+ t  y G( )c k+ t  son fi ni tos
para k = 012, , ,K

La se rie (3) con ver ge uni for me men te para 
z < 1.

De (3) es ob vio que 2 1R zt ( ) re du ce a la bien

co no ci da fun ción hi per geo mé tri ca de Gauss para 
t =1.

La re pre sen ta ción in te gral de 2 1R zt ( ) vie ne

dada por: ([2, p. 234, No. (2.2)], [15])
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Re( ) Re( )c b> > 0.

3. Inte gra les que In vo lu cran
a la Fun ción Hi per geo mé tri ca

Generalizada de Wright

En esta sec ción eva lua re mos al gu nas in te -
gra les sim ples y do bles que in vo lu cran a la fun -
ción hi per geo mé tri ca ge ne ra li za da de Wright 

p q zY ( ). Como ca sos par ti cu la res se ob tie nen las
co rres pon dien tes in te gra les con las fun cio nes hi -
per geo mé tri cas p qF z( ) y 2 1R zt ( ).

3.1. Inte gra les sim ples
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Usan do la de fi ni ción de p q zY ( ) dada en (1)
te ne mos:
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Inter cam bian do el or den de la in te gral y la
suma en base a la con ver gen cia ab so lu ta [16, p.
430, No. (14-31)], te ne mos:
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Ha cien do en esta in te gral el cam bio de va -
ria ble x yt=  y de la de fi ni ción de la fun ción Beta
[17]:
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Usan do la re pre sen ta ción en se rie para 

p q zY ( ) se tie ne fi nal men te:
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De ma ne ra aná lo ga se ob tie nen los re sul ta -
dos da dos a con ti nua ción.
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Dado que la fun ción p qY  es un caso es pe cial 
de la fun ción H de Fox, los re sul ta dos (5)-(8) pue -
den tam bién ob te ner se como ca sos par ti cu la res
de ésta [18, p. 61, No. (5.2.2)].

3.2. Inte gra les do bles
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De la de fi ni ción de p q zY ( ) te ne mos:
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don de he mos in ter cam bia do el or den de la in te -
gral y la suma. Eva luan do la in te gral in ter na me -
dian te la re pre sen ta ción in te gral de 2 1F z( ) re sul -
ta:
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Apli can do el si guien te re sul ta do: [19, p.
849, No. (7.512.4)]
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Me dian te un pro ce di mien to aná lo go se ob -
tie nen los si guien tes re sul ta dos:
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4. Ca sos Par ti cu la res

En esta sec ción se ob tie nen como ca sos
par ti cu la res de las in te gra les ge ne ra li za das men -
cio na das an te rior men te las co rres pon dien tes in -
te gra les con las fun cio nes hi per geo mé tri cas 

p qF z( ) y 2 1R zt ( ).

4.1. Inte gra les sim ples

i) Ha cien do

A A Ap1 2 1= = = =K ; B B Bq1 2 1= = = =K ,

y usan do (2) te ne mos res pec ti va men te de (5)-(8):
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(13)

y, Re( )l , Re( )b > 0; p q£ ; ó p q= +1 si 
arg( )1+ <wy p; ó p q= +1, 
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0 si - =wy 1.
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y, Re( )l , Re( )r > 0; p q£ ; ó p q= +1 con  
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y, Re( )l , Re( )r > 0; p q£ ; ó p q= +1 con  
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0.
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y, Re( )b , Re( )r > 0; arg( )1- <zy p; p q£ ; ó 

p q= +1 si arg( )1- <wy p; ó p q= +1, 
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0 si wy =1.

ii) Para p = 2; q =1; a a1 = ; a b2 = ; b c1 = ; A1 1= ; 
A2 = t; B1 = t; usando (1) y (3) en (5)-(8) resulta:

x y x R a b c wx dxy l b t- -- - =ò 1 1
2 10 ( ) ( , ; ; )

B y R a b c wy( , ) ( , , ; , ; )l b l l bl b t+ - + -1
3 2 (17)

t Î ú, t > 0; y, Re( )l , Re( )b > 0; - <wy 1; ó 

Re( )c a b+ - - >b 0 si - =wy 1.

x y x R a b c
x

y
dxry l t- -- - =ò 1 1

2 10 1( ) ( , ; ; )

B r y R a b r c rr( , ) ( , , ; , ; )l ll t+ - +1
3 2 1 (18)

t Î ú, t > 0; y, Re( )l , Re( )r > 0;  

Re( )c a b+ - - >l 0.
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x y x e R a b c
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y
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t Î Â, t > 0; y, Re( )l , Re( )r > 0;  
Re( )l + - - >c a b 0.
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3 2R a b r c r k wyt b( , , ; , ; )+ + (20)

t Î ú, t > 0; y, Re( )b , Re( )r > 0;  arg( )1- <zy p; 

wy < 1 ; ó Re( )c a b+ - - >b 0 si wy =1.

iii) Mu chos otros ca sos par ti cu la res pue den 
ob te ner se de los re sul ta dos da dos en la sec ción 3, 
al gu nos de ellos se in di can en la Ta bla 1.

4.2. Inte gra les do bles

i) Si en (9) se hace 

A A Ap1 2 1= = = =K ; B B Bq1 2 1= = = =K ;

m n, Î  Z+ y se usa (2) se tie ne el re sul ta do dado en 
la re fe ren cia [20, p. 379, No. (4.2.4.2)].

ii) Si en (11) y (12) se hace

A A Ap1 2 1= = = =K ; B B Bq1 2 1= = = =K ,

usan do (2) se ob tie nen los re sul ta dos da dos en
[20, p. 380, Nos. (4.2.4.5), (4.2.4.7)] res pec ti va -
men te.

iii) Si en (9) y (10) se hace

p = 2; q =1; a a1 = ; a b2 = ; b c1 = ;
A1 1= ; A2 = t; B1 = t; c r= ;

y usan do (1) y (3) se tie ne res pec ti va men te:

x x y y xyl b l b n d( ) ( ) ( )1 1 11 1

0

1

0

1
- - - ´- + -òò

( )2 1 1 1
1
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(21)

t Î ú, t >0; m,n, Re( )l +1, Re( )b , Re( )b d n+ + , 

Re( )n >0; r <1.

( )x y x y R a b c r x y dxdym n

x y
x y
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³
+ £

- - =òò 1 1 1
2 1

0
1
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G(n) Y4 2
1( , ), ( , ), ( , ), ( , )

( , ), ( , ) ;
a b m n
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é
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(22)

t Î ú, t >0; m,n, Re( )l , Re( )b , Re( )n >0; r <1.
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Ta bla 1

De la ec. Valores particulares de los parámetros Ref. del result. conocido

(5) p = 2; q =1; a a1 = ; a b2 = ; b c1 = ;
A A1 = ; A B2 = ; B C1 =

1, p. 19, No. (3.1)

(6) p = 2; q =1; a a1 = ; a b2 = ; b c1 = ;
A A1 = ; A B2 = ; B C1 = ; r c=

1, p. 22, No. (3.5)

(13) p = 2; q =1; a a1 = ; a b2 = ; b c1 = 20, p.314, No. (2.21.1.4)

(14) p = 2; q =1; a a1 = ; a b2 = ; b c1 = ; r c= 20, p.315, No. (2.21.1.11)

(15) p = 2; q =1; s p= ; r c= ;
a a1 = ; a b2 = ; b c1 =

20, p.320, No. (2.21.2.12)

(16) p = 2; q =1; a a1 = ; a b2 = ; b c1 = ; r c= 20, p.316, No. (2.21.1.20)

(16) p = 2; q =1; w y=1/ ; r c= ;
a a1 = ; a b2 = ; b c1 =

20, p.316, No. (2.21.1.22)
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