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Abstract 
Kobayashi (JOUT. Phy. Soc..Japan 60 (1991). 150 1, 1512) considered a gamma functlon generalt7..a

tion f m(u, v) is present in the difraction theory. Recen tly Al-Musallan and Kalla (Int. Trans. Sp. fim.c. 7 
(1998) 175-190 and Appl. Anal. 66 (1997), 173-1 87), cons idered a more gen eral functlon involving the 
confluent hypergeometric functlon F(a, b; c; z~ 

D(a.~:~. p) = v-a .r;tU-1e-ptF(a, b; c;-t / v )dt. ~g vi < n. Re(u) > O. 

In this paper we conslder a functlon tnvo1vlng the confluent hypergeometric functlon <!;I(a, b , z~ 

D(a~~n = f;tU-1e-PtCfJ(a, b; vtkli, ~g v l < Jl ,Re(u) > O. 

This fundion convert into agammafunctlon when p = landa = o. We ca1culate Dfor sorne parame
ter values. We also introduce the incomplete conflu ent gamma functlon and the complementary lncom
plete confluent gamma functlon associate with D and we study their properties and recurrence relatlons. 

Key words: Asymptotlc senes, confluent gamma functlon. incomplete conf1uent. gamma functlon. 

Algunos resultados sobre una nueva 
generalización de la función gamma 

Resumen 
Kobayashi (JOUT. Phy. Soc.Japan 60 (1991),1 50 1,1512) consideró una generalización de la función 

gamma, rm (u, V l. presente en la teoria de cl1fracciones . Recientemente Al - Musallan y Kalla (Int. Trans. Sp. 
func. 7 (1998) 175- 190 and Appl. Anal. 66 (1997), 173-1871, considerando una función más general que 
envuelve a la fim.ción hipergeométrica de Gauss F{a, b; e; z~ 

D(".::~.P) = v-a ,lotU-1e- P'F(a,b;c:-t / vY1t. ~g vl < n .Re(u)> O. 

En este trabajO consideramos la función gamma confluentes que envuelve la función hlpergeométri
ca confluente <!;I(a, b, z~ 

D(a~b:) = J;tU-1e-Pt<!;l(a, b; vtY1t. ~gvl < Jl ,Re(u) > O, 

para la cual se hacen cálculos de D para aJgunos valores de sus parámetros y también son introducidas la 

función gamma confluente incompleta y la función gamma confluente incom pleta complementaJia aso
ciadas con D. y estudiamos sus propiedades y relaciones de recurrencias. 

Palabraa clave: Series asintóticas, función gamma confluente, función gamma confluente 
incompleta. 

1. Introducción cual sus propiedades son u n p re-requisito para 
el estu dio de otras fu ncion es especiales. como la 

Unas de la funciones especiales más sim función cilíndrica y la función hipergeoroétrica. 
ples e importantes es la función gamma , de la La fun ción gamma es usada p ara d efinir algunas 
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distribuciones de probabilidad [1]. para evaluar 
integrales [2[, entre otras. 

Kobayashy [31 Consideró una generaliza
ción de la función gamma. 

t u-1 - t 

fm(u, v) = ¡; -( e ,dt , \argvl< ñ,Re(u) > O, (1)
t + vr

donde m es un entero positivo y la función rm(u, v ) 

es llamada la función ganuna generalizada. 
Cuando m = Oen O). se reduce a la bien conocida 
función gamma. 

(2) 

Recientemente Al-Musallan y Kalla [4, 51 
considerando una integral más general que en
vuelve al afunción hipergeométrica de Gauss: 

D(a.~:~.p) = v- a !;tU-1e-P'F(a, b; c; - t / v)dt, 

iarg vi < :n, Re(u) > O. (3) 

en donde si b = e y p = 1 se obtiene (l). En dicho 
trabajo se establecieron algunas propiedades 
analíticas incluyendo, relaciones de recurrencia. 
cálculo de algunos valores de sus parámetros, la 
expansión asintótica para la función gamma con
fluente y la función gamma confluente incomple
ta asociada con D. 

En este trabajo se considera una función 
que envuelve la función hipergeométrica con
fluente <P(a, b, z~ y además se introduce la fun
ción gamma confluente incompleta complemen
taria asociada con D con sus respectivas propie
dades y relaciones de recurrencia. 

2. La Funci6n Gamma Confluente 

Tomamos 

~ = {v E c:\arg vi < n} y w.. = {u E C:Re{u) > a} 

Definición 1 

Sea a, by pnúmeros complejos, con b c;t. Oy 
Re(p) > a, se define 

donde CP(a, b, vt) es la función hipergeométrica 
confluente [6,p.260(9.9.1)J. 

Si a = Oy P = 1en (4) y usando el desarrollo en se
rie de <P, obtenemos (2). 

Teorema 

D es analítica en el dominio ~ y w., . 

Prueba: 

La integral en la definición de D puede ser 
escrita como: 

Para la prueba analítica de D es suficiente 
mostrar que cada una de las integrales arr1ba son 
unifonnemente convergentes sobre subseccio
nes compactas del dominio \.\(, y ~ , visto que 

~ v 
CU-1e ' <P(a. b; t) y tu-1e-P' <P(a, b; vt) son continuas 

sobre [1, (0) x w" y [1, (0) x ~ Yanalíticas en el domi
nio ~ y ~ para cada t ~ 1 Para tal fin sea ~u Y 

L\una sección compacta de ~ y w" respectiva
mente y sea: 

K = max{lvl,lva l}' l-'t = max Re(u~ 
~~ u UEDu 

U:¡ = l-'t - m1n{ Re (a)} y L = minlvl. 
ve,; , 

Tenernos para valores grandes de IzI que, 

<P{a, b; z ) = ÁZ- a + O(z-a-l) 

en donde 'J... es una constante. 

Entonces podemos escoger un número real 

M> Oy un número real d > I y d > L2 
de modo 

que si t > d 

K 
:S (1,1.1 + MK) t Reta) 
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entonces 

para t> eL 

Dado que el dado derecho obtenido es 
independiente de la ubicación de u y de v en ~u Y 
~u respectivamente y dado que.h tU2 

-
le- Re

(p)dt < 00 

vemos que.h tu-Ie- P' «l>(a, b: vt)dt es unifonnemen

te convergente sobre ~u y ~u· 

Por otro lado, si t > d entonces I~I ~ tL > dL 

> 2, con lo cual 

entonces 

~ v 
sucede que.h CU-Ie ' «l>(a, b; -¡)dt es unifonnemen

te convergente. Esto completa la prueba. 

Proposici6n 

Sean a, by p, entonces D tiene la represen 
tación: 

Prueba: 

Sea v > Oy haciendo el cambio s = vt, se tie
n e: 

a; b p) (S )U-I _(E\' 
D ( u,~ =Jo -; e v f <l>(a,b;s)ds 

de lo cual resulta 

dado que la integral de la derecha de.fine una fun
ción analítica en u y ven el dominio ~ y ~ y coin
cide con D en el dominio v > Oy ~ , el resultado se 
sigue del prlncipio de continuación analitica. 

3. Cálculo de D para algunos 
valores de sus parAmetros 

Usando valores parttculares de ayde ben D 

y algunos casos especiales de <P tenemos: 

i) Si b =a en (4) 

(5) 

usando el resultado [6,p.271). y efectuando el 
cambio de variable x = (p - v)t resulta: 

a; a, P) 1 (6)D( u, v = (p _ vf [(u) 

ü) Sí a =1 Y b = 2 en (4), Y usando el siguien
te caso particular dela función <P [6.p.2711 se tie
ne: 

D(1;2. P) = Ie-PI (el -l)dt.r:;e
U,v o vt 

realizando el cambio (p - v)t = x y escribiendo 
u - 2 = (u - 1) - 1, resulta: 

1;2, P) -I[ 1 1]D ( u . v = v (p _ vf I f(u - 1) - pU-I f(u -1) 

1;2, P) - 1 J 1 1 ] (7)D ( u, v = v f(u - l1..(p _ vri - p u-I 

üi) Si a = 1/2 Y b =3/2 en (4) resulta: 

D[~ :~ .p) =Jo t u - l e - pi <1>(~ .~; vt )dt (8) 
u.v 

del resultado [6,p.272(9.13.1ll. se tiene: 
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(9) 

en donde Er J(z) es la función Error. 

Comparando (9) con la función hipergeo
métrlca confluente en (4), y efectuando el cambio 
vt = -s. 

Tomando s = e en (10) 

en donde a sustituir (9) se obtiene: 

(11) 

iV) Si a =- n y b = 1/2 en (4), siguiendo un 
procedimiento similar al anterior y usando el re
sultado [6,p.273(9.13.BIJ. se obtiene: 

! ) 2n! _ pI'
D -n, 2' P = r" e u-1e v H (t)dt (12)

v" (- 1f(2n)!Jo 2n[ .U,v 

en donde H 2n (t) es el polinomio de Hermite de or
den par. 

Si en (4) hacemos a =-n y b =3/2 Y usando 
(6,p.273) se tiene: 

3 ) pt'D - n; -2' P = (- 1fn! r"~-2e---;;-H (t)dt (1 3)
[ (211 + 1)1 J o 2ft+! u.v 

en donde H 2nT1(t)es el polinomio de Hennite de or
den impar. 

v) Haciendo a = - n y b = a + 1 Y usando 
[6.p.273(9.13.10)]. resulta: 

D(-n; a + 1 P) = _n_'- rntU-1e-Ptr;, cvtW (14) 
u, v (a + 1)" o 

en donde r;, (ut) es el polinomio de Laguerre. 

vi) Usando el resultado 17 ,p.434(511 en (4) 

con z = vt: 

(. b ) (P-U)b u - b Da;, P = v2 r"t-2- 1e- 2 '~ (vtldt (15)u. v Jo p.1) 

en donde 'M". o(vt) es la función de WhUtaker. 

viiI De [B,p.253(637)) es sabido que: 

<1>(a, e, x) = e"<1>(c - a. c; - x) (l6) 

la cual es conocida como la transformación de 
Kummer, 

S i e = b en (4) resulta: 

vill) Si a = 1/2 + \', b = 1 + 2 v y usando 
(B,p.265(9») se tiene: 

~~ + v~.:2V'P)= 22' (ff' r( v + 1} 

r"e-"-le-(P;V)'J ( vt )dt (lB)Jo , 2i 

Ix) Si a = 1/2 + v. b = 1 + 2v y usando 
(B,p.265(l0)]. resulta: 

j ~ + v;1 + 2v. p) = 2 2 " v- 'T(v + 1)ul u, v 

_(P-U)t (Vi ) 
(19)r"tU- ..- 1e 2 1 - dt 

Jo " 2 

4. La función gamma confluente 

incompleta generaUzada 


y la función gamma confluente 

incompleta complementaria 


generalizada 


En la generalización (1). introducimos, para 
w > O, la [unción: 

IY"(a; b, p) =J,wtU -le-P'<1>(a. b' ut)dt 
o u , V,w o I 

Re(p) > O, Re(u) > O, ~gvi< Jf (20) 

la cual es llamada la función gamma incompleta 
generalizada y su función complementaria. 
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n:(~~: ~ ) = I: tU-1e-Pt<l>(o. b; vt)dt 

Re(p) > O, Re(u) > O, larg vi< II (21) 

y es llamada la función gamma incompleta com
plementarla generalizada, de lo cual sigue: 

D(a; b, p) = D:'(a; b, p) + D~ ( a; b, p) (22)u, v o u. u, w w u, v, w 

SI P = 1 Y Q = O las ecuaciones (20) y (21) se 
reducen a la función gamma Incompleta y la fun
ción gamma complementaria respectivamente 
18,p.133) 

(23) 

(24) 

Tenemos entonces a continuación algunas 
propiedades y relaciones de recurrencta de o: y 
D;:. 

Teorema 

Las siguientes ecuaciones son válidas: 

wU u 
re'(u + 1} = - - e- pw<l>(o. b; vw) + - fJ:: + 

o p p o 

VQ re'(a+ 1; b + L p) (25)
pb o u + L v, w 

(26) 

ud~ [w-u D:] = - pw- -
1[D;:(u + 1) 

va D", (Q+ 1;b + L p)] (27)pb w u + Lv,w 

(28) 

~fJ:: = -~D~ (29)
dw o dw W 

~ [w-u re'] = - pw-U 
-

1[.a:(u + 1) dw o o 

VQ fJ::(a+ 1; b + 1, p)] (30)pb o u + Lv,w 

-d 
d [e"wn;;'] = peP'"n;;' + WU -1<1>(0. b; vw) (31)w . 

Prueba 

Si ues sustituido por u + len (20), resulta: 

a;(u + 1) = J;tU e- pl ll>(o. b; vt)dt 

integrando por partes y usando el resultado 
16,p.261 (9.94)): 

wU 

Ua'(u + 1) = - -e-pw<P(o.b;vw) + 
p 

10 cual se puede escI1blr como (25). 

Para probar (26) en (25) cambiamos Ua' por 
D - D: y Ua'(u + l)por D(u + 1) - D;:(u + 1) de lo cual 
resulta: 

W U 

D(u + 1) - D;:(u + l) = -- e-pw<I>(a. b: vw) + 
p 

~(D _ D.. )+ VQ 
P pbW 

Q+ 1;b + LP)_ ~ (a+ l;b + LP)]
[ D( u + Lv Dw u + lv, w 

entonces: 

n:(u + 1) = -
W

U 

e-pw<I>(o. b; vw) + 
p 

(Q+ 1; b + 1 P) u ~ va ~
PDw + pb Dw u + L v, w + 


u VQ (Q+ l:b + L p) D(u + 1 ) -- D - -D 
p pb u+ 1,v 

(32) 

Por otro lado. si hacemos u = u + 1 en (4) e 
integramos por partes. obtenemos: 
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D(a; b. p) = ~ fj;;'tU-1e- P'<l>(a, b' vt)dt + 
u +l v p O ' 

+v ~fa' t U e-pl <l>(a + l b + 1; vt)dt ] 

10 cual podemos escribir como: 

~ n(a: b, p) = _ va D(a + 1, b + 1 p) + n(a; b, p ) 
P u, [) p v u + 1, v u + 1, v 

(33) 

y usando (33) en (32) obtenemos el resultado (26). 

Para probar (27), (28). (29). (30) Y (31) usa
mos la regIa de Leibrutz para derivar bajo el signo 
integral. Haciendo a = O Y P = 1 en (25). (26) , (27), 
(28), (29). (30) Y (31), obtenernos los siguientes 
casos particulares: 

)!(u + 1, w) = uy(u, w ) - WUe'"' 	 (34) 

r(u + 1, w) = w Uew + uf(u, w) 	 (35) 

(36) 

(37) 

d d 
-y(u,w) = --[(u,w) 	 (38)
dw dw 

(39) 

d 	 u 1dw [¿Wy (u, w)] = e"T(u, w) + w - (40) 

5. Serie asintótica para 
D(a; b, p) D'" (a;b, p) D "' (a; b. p) 

111u, v • o u, v y U, V 

La expansión en serie para la función hiper
geométrica confluente es 

00 (a~ 
Vz E C . (41)<t>(a, b. z) = k~O kl(bl (zf , 

Al sustituir (41) en (4) r esulta: 

lo cual se puede escribir por la convergencia uru
forme [1O,p.43) como: 

(42) 

usando [9.p.317] en (42), se tiene: 

a; b, p - 00 (al 
k 

u v 
(43)n( u. v ) = P k~O kl(bl ( p) [(u + k) 

Siguiendo un p rocedimiento similar al an

terior y usando (20), resulta: 

usando [9,p.3171en (44): 

rr( a;b,p )_ - 00 ~(~)k 
o U, v , w - P 

u /c~ k f(bl p y(u + le. pw) (45) 

Análogamente usando (2 1): 

(46) 

de [9 ,p.3 171 se concluye: 

rr(a: b, p) - ~ (al (v 1/c 
W u, v, w = p 

u 

"';-0kf(bl p) r(u + k, pw) (47) 

Agradecimiento 

Este trabajo fonna parte de un proyecto f1 
nanciado por el CONDES de la Universidad del 
Zulla. Agradecemos el apoyo brindado. 

Referencias Bibliográficas 

1. 	 Agarwal, S.k. and S.L., Kalla; A generallzed 
gamma clistribu tlon and its applicatlon in re 
liabillty. Commun. Statist-Teory Meth., 
25(1).201-20 1 (1996) . 

2 . 	 Al- Zamel, S .L., Kalla; and L. , Galué, On a re
latlon between Jntegral transforms and the 

Rev. Téc. lng. Unlv. Zulla. Vol. 24, No . 2,2001 



98 	 Matera 

Kobre operator of fractional lntegration. 
HadronJc Journal 18(1995). 363-575 .5. 

3 . 	 Kobayashi. K.; On generalized gamm a func
tions occurrlng in diffraction theory. Joum al 
ofthePhysicalSoc1etyofJapan. Vol.60. Nº .5 , 
pp.1501- 1512. 

4 . 	 Al Musallan. F. and S.L.. Kalla; Further re 
sults on a generalized gamma function oc 
cuning in diffraction theory. Integral Trans
fonns and Special Function. Vol. 7. NQ 3-4, 

pp. 175-190 (I 996). 

5. 	 Al Musallan. F . and S.L., Kalla; Asymptotlc 
expansions for generalized gamma func
tions. Applicable Analysis. Vol. 66, pp. 
173-187 (1997) 

6 . 	 Lebedev, N.N.; Special Functions and Their 
Applications. Dover Publications; Inc. New 
York,. (1972). 

7. 	 Prudnikov. A. ; Bryehov. Y. and Marichev. O .; 
Integrals and Series. Vol. lll. Gordon and 
Breach Science Publication (1990). 

8. 	 Erdelyi. A. (Ed) ; Higher Transcendental 
Functions. Vol.lyVol. n. Me Grawwhill, New 
York. 

9. 	 Grdshteyn. I..S.; Table of lntegrals, Sertes 
and Products. Academie Press. New York 
(1965). 

10. Aposto). T .; 	Análisis Matem atico. Editortal 
Reverté . SA México, l a Edición, 1940. 

Recib ido el 26 de Julio de 1999 

En forma revisada el 27 de Marzo de 2001 

Rev. Téc. lng. Univ. Zulia. Vol. 24, No. 2. 2001 


