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Abstract 

In lhis paper we present a generalization of modifled Bou rgel's functions and important properties of 
lliemselves , such as: generating fun ctíon and r currence relations . Furth r a differential equation of 
fourth order satisfied by lhe modified Bourget's functions In generalized way is bullt. The result given by 
N. Hayek and E. R. Negrtn in 1989 are particular cases of tbese bere obtained. 
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Una generalización de las funciones modificadas 
de Bourget 

Resumen 

En este trabajo s e presenta una generalización de las funciones modificadas de Bourget y se mues
tran propiedades importantes de las mismas. como lo son: la función generadora y varias relaciones de re
curren cia . Además se construye una ecuación difere ncial de cuarto orden la cu al es satisfecha por las fun 
ciones modifica das de Bou rget gen eralizadas. También s e demuestra que las fu n ciones m odificadas de 
Bourgel, dadas por N. Hayek y E.R. Negrtn en 1989. se obtienen como caso particular de esta generaliza
ción. 

Palabras clave: Fun ciones m odificadas de Bourget. [unción genera dora. relaciones de recurrencla. 

Introducción 
J n k(Z) = ~ f~ (2 cos et cos(nti - zsenti)d8, (2) 

, Jr. 

Las funciones modificadas de Bourget. son 
gen eralización de las fun ciones de Bessel pero 

1con argumento imaginario. las cuales tien en En k(Z) = ...._. f (t-, - + -iJZ )k exp(t + -z) t - n- 1dt 
, ..G.Id e t Z t i (3)

aplicaciones en problemas de astronomía y en 
problemas de tipo físico-matemático [1] . Dichas 

n 

=z -ZI ,k(2 2)
funciones fueron definidas en 1989 por N. Hayek 

n 

y E.R. Negrtn [2 ], m ediante las siguientes expre
La notación utilizada para la función modi

sion es. 
ficada de Bourget . In,k(z) , está relacionada con la 
qu e originalmente se estableció para las funcio

Ink(z)= - 1 J (t- + -i )k exp[z ( t + -1)] t-n - ldt=i-nJnk(iz)-
, 2ní e i t 2 t . nes de Bessel con argumento im aginario. 1. (2) [3 ]. 

(1) En este t rabajO se presenta una g neralizaclón de 
las fun ciones modificadas de Bourget y se mues

donde e es cualquier circulo centrado en el ori tran propiedades important S de las mismas, 
gen y com o 10 son: la función generadora y varias rela-
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ciones de recurrencia. Además se con struye una 
ecuación dlferen cial d e cuarto orden la cual es 
satisfecha por las fun ciones m odificadas de 
Bourgel generalizadas. 

También se demueslra que las funciones 
mod ificadas d e Bourget. dadas por N. Hayek y 
E.R. Neglin en 1989, se obtienen como caso par
ticular de esta generalización. 

Generalización de las Funciones 
Modificadas de Bourget 

La expresión 

(4) 

con t;t O, n E Z y h.k.m E N . es la función gen era
dora de ¡~ ..;' (z). 

Como [(~r + orr exp[;í [(~r -(~r]] es 

analitica en todo s u dominio, en el cual t* O, en
tonces por el Teorema de Laurent tenemos: 

(5) 

Tomando a e como la circunferencia: 

t(G) = ieiB 
, e E [O .2rcl. después de u tilizar La identi

dad de Euler 

m 2¡h ·k (z) = .c:. f " [2 cos(h8W[cos(ne - izsen (m8))
n, 2n 0 

isen(nO - izsen(mBll )de 

dada la s imetria del integrando alrededor del eje 
x. 

¡h'km(z) = e fo"[2 cos(hOW[cos(nO - izsen(m8)))de
n, n 

(6 ) 

eslo es. 

¡~ .;; (z) = í -n JI~ ";; (iz) (7) 

don de 

1J";; (z) = - f;12cos (h8W[cos(nO - zsen(rntlll] de (8)
n, J[ 

es una generalización de la función de Bourget 
Jnk(z) dada en (2). 

Relaciones de Recurrencia para 
lh.m (z)

fl.k 

Si en la expresión (5) se a plica la Regla de 
Leibniz [4 , p .503) para derivar con respecto de z, 

se separa en dos in tegrales y se utiliza de nuevo 
(5). se obtiene 

2(¡h,m ) ' (Z) = í m- I¡h,m (z) - í-m- I¡h ,m (z) . (9) 
n.k n+m,k n-m .k 

Si la función generadora de ¡~";;+I (z) s e deriva 
con respecto de Ly se aplica nuevamente (4), que
da 

(k + l)h [ ~ ¡hm (z) t n+h- I + (-lt- I x 
'h LJ n.k
[ n ....-. 

+~ h- I ] zm [ + ~¿ ¡h ,m (z )t n - + -- L rh,m (z)t n +m - 1 + 
n =- -oo n.k 2tm - 1 n __ oo n ,/0.:+1 

+ m ] +~ 
(_l)m " ¡h,m (z) t n-m- I = " nt n-I¡h ,m (Z). (lO)L.., n ,/0.:+1 ,¿ n. .k+l 

n =- ~ n~-~ 

Identificando coeficientes con potencias de 
{'-l, resulta 

(k + l)h[¡h,m (z) + (_ l)h- I ¡h,m .(z)] + 
n-h.k n+h ,k 

~ ' h-m+I [¡h.m (z) + (_1)10 t,m (Z)] = 2 TTlZl n-m .k+ 1 n+m ,k+ l 

í h n ¡~L;;+I (z) . (11) 

De (5) , 

la cual puede ser separada en d os integrales . y en 
ambas se puede a plicar nuevamente (5), llegando 
a la siguiente relación de recurrencla 

(13) 

Cambiando k por k + 1Y z por z + w n (5) , se 
tiene 
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(14) 

Utilizando (4) en esta expresión, in tercam
biando el orden entre la in tegral y la suma toria, 
en base a la convergencia unifonne de la serie 15 , 
Teorema 14-3 1, pág. 430], Yaplicando (5) , queda 

+" 
I~ ;;+I{Z + w) = L I;km (z)I~~~I (w) . (15) 

Desarrollo en serie para 1=..: (z) 

Se p u ede ob tener una represen tación en se
rie de 1~~;; (z) escribiendo su representación inte
gr 1 (5) , en la forma 

I~; (Z)= ~Jc [(~r + ({r rexp[ ; J {f] x 

e~- ;i (fr] C,, - Jdt. (l6) 

Ahora b ien , utilizando el desarrollo del bi 
n omio y el desarrollo en serie de la expon encial , 
(1 6) se transfonna en 

don de hemos inlercambiado el orden de la inte 
gral y las sumatorias [5 , Teorema 14-3 1, p. 430J. 

Al efectuar en la integral un cambio d va
riable y en virtud del resultado conocido [6J 

1 1 	 f t - z (1 8) r(z) = 2ni e e t di; 

se tien 	 enton ces 

~, 2h1- hk- n 2h1-hk- n (k)
h m () ~ ~ ( --+hl-5 .- - +2 hl-25-n 

I n.·k z = ~ ~ -1) m ¡ l rn 
s ::E OI= O 

_2Z )25 Ihk+:- 2111 _ _ ....,.,..,_ _ -:::-:-_, 
(19)( mslr (hk+m.~n-2h l + 1)' 

la cual es el desarrollo en serie para J~ ,;; (z). 

Otra Representación de 1::: (z) 

Sí en el r esultado (5) se sustituye la expo 
nen cial por su desarrollo en serie. entonces 

h.", ( = _ 1 J [(~)h (~)h ]k ~ [i [(:r-( : r]r
I n.k z) . e . + ~ y' 

2n l 	 1 t "-o 

(20) 

Tomando e como el circu lo de radio 1, 

t(e) 	= tetO, se obtiene 

00 2k'+Y-'(- lr(z)" nIh .m(z) - ~ - J 
n .k -	 ~ . n I 2 o

,,= 0 l nv 

[COS(nB) - isen(nO)]d8, (21) 

Generalización de la Función 

Modificada de Bourget En,k(Z) 


La expresión 

+00 

L E~;;(z) t " (22) 

para t;t O Y z;t O, donde n E Z y h,k,m E N, es la 
[unción generadora de E~; (z). 

Por el Teorema de Laurent tenernos: 

Al hacer: en esta integral el cambio de varia
ble t = ¡JZei9 

, y por un p roceso similar al de la ob 
tención de I~.';; (z), se tiene 
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Z2 iE~';;'(Z) = ín z - f ; [2 cos(heW x 	 - f ; [2 cos(heW cos(na - zsen (mB» cos2 (me) d e + 
. re 	 re 

cos(na - 2i.JZsen(m8)) d (j o (24) 

Relacionando esta expresión con (7) y (8) se 
bUene 

Al hacer h =m = 1 en cada una de estas ex 
presiones, se ob lienen los resultados dados por 
Hayek y Negrtn [2 ]. 

Ecuación Diferencial satisfecha 
por I:..: (z) 

De (8) 

J,,1;;'_2(Z) = .!. f ; [2 cOS(he)]k-2 cos(n8 - zsen(m8)j d 8. 
re 

(26) 

derivando este resultado dos veces con respecto 
de Z [4. p. 5031, Y a plicando (26). se obLiene 

(2 7) 

donde 

F(z) = ~ f ; [2cos{he)] k-2 cos2(mB) x 
re 

cos(na - zsen (mB» de. (28) 

Al aplicar el operador diferencial V'n [l . p . 
.39] 

(29) 

a (8) se obtiene 

z2 
- f ; [2COS(heW OS (n8 - zsen(mB))cos 2 (m8)d e + 
re 

z f " .~ [2 cosfheW sen (na - zsen(me)) sen(mB)d e. (30) 
re 

En virtud de qu e 

re~ f ;[2cos(heW ~ [-( : + ZCOS(mB») x 

2n 
sen(na - zsen(mB» ] de + - 2 ..I,:~I (Z) = m . 

!... f~ [2cos(he)1 1< sen (na - zsen(m8)) sen(m8) d 8. (31) 
re 

al com parar (30) y (3 1). se ded u ce que 

V' Jh .m (z) + (1 - -1,) n 2Jh.m (z) = 
n n.k m n .k 

_1_ f ;' [2COS(he)]k ~[-(!:!:. + z COS(m8») x 
rem de m 

sen (na - zsen(m8)) d e. 	 (32) 

Integrando (32) por partes y u lilizando la si 
guiente identidad 

2hk J' d 	 k 1 nm 2 o dO [ cos(nli - zsen{mBJ)] [2cos(hB)] - sen{hB) d e= 

2hkn Jn k 1 
- --2 o [2 cos(hB)] - sen (n8 - zsen(mB)) sen(hI7) d e+ 

n m 

2hk zJ; [2cos(hI7)] k- lsen (nli - 2sen(mB)) sen(hI7) cos(mB) de. 
n m 

(33) 

después de efectuar algunas operaciones (32) se 
trans forma en 

2hk f" d 
--2 ~ ...Ill [ COS (na - zsen (m8ll] X 
rem uu 

1 2hk ' 
[2 cos(hell k

- sen (he) d e - ---;;- z (..1,: .:: ) (z) 

4hk z f ; [2cos(hel]k-lsen (na - zsen(m8» x 
re m 

sen(he - meld f) . 	 (34) 

Sea 

2hk f ' d1 = 	--z ~ ...Ill [cos(na - zsen(mB)l] x 
rem uu 

[2 cOS(he)] k-l sen(hOl de 	 (35) 

integrando por partes se tiene 

4k(k - l)h 2 

1 = 2 J;[2 cos(hO)]k-2 x 
m re 

sen 2 (he)cos (na - zsen(mB»de 

2h 2k 
--2 f~cos (na - zsen(m8)) x 
rem 

[2COS(he)]k-l cos(he) d f) • (36) 


u tilizando una iden tidad trigonométrica elemen
tal en la p rimera integral. h aciendo algunas sim-
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pllficaCion es y aplicando (8) la integral l qu eda ex 
presada como 

(37) 

sustituyendo (37) en (34). se ob tien e 

don de 

G(z) = - 4hk zJ;[2cos(hBlt- 'sen (nO - zsen(me)) x 
nm 

sen(he - me) d (J . 	 (39) 

Aplicando (::2+ 1) en (38), y desarrolland o 

todos los ténninos del pIimer miembro se obtie 
nen los sigu ientes resullados 

(::2 + 1)(VnJ~;;(Z)) = 


Z2 (~ .;; )' "(2) + 5z (~ ;; )'" (z) + (2z 2 - n 2 + 4) x 


(~ ;; Y' (z) + 5z(~ ;;)' (z) + (Z 2 - n 2 + 2)J~;; (z), (40) 


d2 ) 2hk-	 + 1 - z(J h my(z) = (dz2 m n .k 

2 hk 4hk 2hk
-z(Jh.m)"'(z) + _ (J:.mnz) + - z(J: ·m)'(z), m n .k In n.k m n,k 

(41) 

por lo tanlo de (38), (40), (4 1) Y (27) , queda 


Z2(~ ::; )"' (Z) + Z(2: + 5)(J~:; )"'(z) + 


(2z2 + (~ + 2)2 - :: ) (J~' :' )" (z) + 


ze: + 5)(J~t ::; )f(z) + (Z2 + h 'k~~n' + 2)J~.:; (z) = 

4k(k - 1)h2 

-'--2	 (42);;-'----F(z) + G"(z) + G (z). 
m 

Finalmente. de (7) y (42) se obtiene la ecua 
ción diferencial satisfecha por ¡~:; (z) 

z2.(l~ ;; )' " (z) + ze: + 5)(l~::; Y"(z)-

2z2 _ (hió. + 2)2 + ~) (¡h.m)' (z) _
( m m7. n,k 

zehk + 5) (¡h m)'(z) + (Z2 - h'k'~n ' - 2)lh .m (z) + m n ,k fH ~ n ,k 

~~- ~~ 	 ]en 	- F(iz) + G"(iz) + G(iz) = O. (43)m 2[ 
donde 

G"(z) = -8hk fó[' 2cos(hBll 1<- 1 COS(n6 - zsen(me)) X 
mn 

sen(he - me) sen(me)d f) + 

4hk zf ; [2 cos(hB)] "'-1 sen (nf:I - zsen(me)) x 
mn 


sen(he - me) sen 2 (mB)d f). (44) 
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