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Abstract 

The Saigo fractlonal operators are defined using the Gauss hypergeometric functions a s kernel. 
Th 'Y generalize Riemann-Liouville , Erdélyi-Kober and Weyl opera tors . In th1s arUcle, Salgo operators are 
applied to the following special functions: Generalized hypergeometrtc function, generaliZ tion o[ 
Hennite's polynomials and Laguerre's polynomials. 

K ey words: Fractlon al differentiation and integration operators. hypergeometric function . 

El operador de Saigo aplicado a algunas funciones 
especiales 

Resumen 

Los operadore fraccionarios de Saigo se definen usando la función h ipergeométrica de Gauss corno 
núcleo. Estos generali7.an los operadores de Riemann-Ltouville , Erdélyi-Kober Y Weyl. 

En este articulo los operadores de Salgo son a plicados a las siguientes fu nciones especiales: 
Función hipergeométrica gen eralizada, generalización de los polinomios de Hennite y polinomios de 
Laguerre. 

Palabras clave: Operadores de diferenciación e integración fraccion arios, fun ción hipergeométrica. 

Introducción - ( ti FI ~~'"f(x) = ; (
o-
a)

p 
J:(x - tlQ-\ F; a + P,-Tl; a;l - ;y (t)dt 

Los operadores de in tegración y diferen cia Re(a) > O (1 ) 
ción fraccionarios son una gen eralización de los 
operadores de diferenciación e integración clási

1 Q'~ "lf(x) = _ 1_ [( t - X)"-l F.(a+ A -'t1' a' l - ~1F(t)dt
cos donde el orden es un número real o complejo. X ,oo na) A 2 I f'. ' 1" t Y 

Los operadores de integración fraccionarios Re (a) > O, (2) 

desempeiian un rol muy importante en el cálculo 
fraccionario. Son de gran importancia por sus Esto operadores utilizan la función hiper
aplicaciones en la solución de ecuaciones dife geométrica de Ga uss como núcleo y constituyen 
renciales, in tegrales e integro-diferenciales. Los una generalización de los operadores de Riema
opera dores más conocidos son los de Riema  nn-Liouville y Weyl; además, los operadores de 
nn-Liouville [1 ]. Weyl [2]. Erdélyi [3], Saigo [4,5]. Erdélyi-Kober se pueden expresar como casos 
entre otros. particulares de los mismos. 

Los operadores de Saigo [4,5] están defini En el presen te trabaJo se aplica el operador 
dos por de Salgo I~.! '" para calcular la integral fracciona

ria de algunas funciones especiales tales como: 
La fun ción hipergeométrica generalizada, los po-

Rey. Téc. lng. UniY. Zulla . Vol. 2 1. No. 2. 1998 

http:generali7.an


147 El operador de Saigo a plicado a algunas fu nciones especiales 

lin omios gen eralizados de Herrnite, los polino
mios de Laguerre, etc. 

Ope:.."ador de Saigo aplicado a la 
función hipergeométrica 

generalizada 

[". I'·" XP F [aL".,~: ).x J= r[ P+1,-~ +11 +P+1 ] xP-1' 
O.X m " b"." , b : -~ +p+1, u+q T p + ln

F - al' .... ~. ':; (r; P + 1). L1(r;-~ + 11 + P + 1); l.x ] 
m +2r n - 2r b b ·'(r· _ r> + p I 1) '\(r' u + 11 I P 1) ' 

!- 1'··" /l' U • ~) ,,--, , • 

(3) 

en donde Re(a) >0, Re( 'l-~»-I: p=0,1 ,2 .... : 
r = 1,2, ... Y 

P p + l p +r -l 
~(r , p ) = - .-- . ... . . 

r r r 

Demostración 

Sea 

al sustituir en (1) . se tiene qu e: 

n ..... a",;/cX ]
]" .• ''' x P F .., '" 

O.x m n [ h¡, ... ,bn. ; 

-" 1' x + ~.-Il; t p[a t]= _x _ r' (x _ t)'. L F 1- - . 
r(a ) .b 2 L a; x 

[~ ..... a.n;H' ]d . F t. 
m " q .... 'bfl ; 

Usando el desarrollo en serie de la función 
hipergeométrica generalizada e intercambiando 
el orden de la integral y de la suma, resulta: 

la cual podemos escribir al comparar con (1) 

como: 

y usando [6. 10(2.10)] 

r[ rk+ p+1,-~+q+rk+p + 1 ] X'k+ P- I' 

-~ + rk + p + L a + q + rk + p +1 

en donde Re(a) > O; Re('l-~) > - 1; p =O. 1. 2 . ... ; 
r = 1. 2, ... 

Multiplicando y dividiendo por r(p+ 1J, 

r(-~ + 11 + P + 1). r(-¡3 -j- P + 1) r(f..( + '1 + P + 1). 

usando [7. 16(3)) Y [7. 17 (15)1 

11 (p + l)r(-0 + 11 + P + 1),
x P_

= 
r(- ¡3 + p + l)r[a + 11 + P + 1) 

t (a,)" .. .. (~)k " . [(r: p + l) JL'> k [(r: -~ + 11 + P + 1)] ).~x" 
k.O (b')k .... (bn)k k I k[(r;-~ + p + 1)]L'>k [(r: u + 11 + P + 1)] 

donde L1)(r; p) ] denota 

(p) ( p + 1) ( P -t r - 1) 
L1k [(r; p)] = -;: k ' -r- k'" r k 

el cual equivale al res ultado (3). 

Si en (3) hacemos ¡3 = - a obtenemos el caso 
particular correspondiente al operador de Ríe
mann-Liouville [6 , 5( 1.5)] 

al' '''' ~: J [G¡.... .~; .f ]RO< P F l.x = ["'- "'''x P F. leX = 
O,X X m n [ bl' .... b ; o,x m n bl' .... b ; 

n n 

r(p + 1) [ G¡, .. .,~: L'> (r: p + 1) .f]
D' " F IJ( 

=r(u+p+1)X m ·' n " b, .... ,b : M r: u +p +1): · n 

Rev. Téc, rng. Unív. Zulía . Vol. 21 . No. 2. 1998 



148 Matera y González 

en don de Re(a) > O; Re(11+a) > -1; P = O, 1, 2, ... ; 

r = 1, 2 , ... y l1(r,p) denota 

p + r -1l1(r; pl = E., p + 1 , 
r r r 

El operador de Saigo aplicado a 
una generalización de los 

polinomios de Hermite 

-m¡.1. (m:-p + 11+ m 2 + 1) ; (vx)m]
m~~ - ~ [ M m;- p + m 2 + 1), ó(m; a + 11 + m 2 + 1; m 

en don de Re(a) > O; Re(l1-p) > - l. m, mI y m2 son 

en teros positivos . m2 < my Hmml + ffi2, m, v(x) es 
la generaliZación de los polinomios de Hermite 
definidos por Maya Lahhi[8]. 

Demostraci6n 

Sea g{x) = H mm,+m , .m )x). 

En términos de la función hipergeom étrica 
[8, 1 18(4 .1)] 

en donde m, mI y m2 son enteros positivos. 
m2 < 171. 

Al sustitu ir g{x) en (1) ten emos que: 

. r .p ,e?, J<" [ - Ill¡ ,1; (Vx) m] (5) 
O,X Z' m 11(m;1 + nt¡,); m 

aplicando (3) en (5). y expresando el resu ltado en 
términos de una función hipergeométrica. obte
nem os el resu ltado (4). 

Si m = v = 2, TTlQ = O Y mI = n, tenemos enton
ces 

¡UP "H (x ) = (- lf(2n )! r[ L-~ + 11 + 1 ] x - II. 
O,X 21 nI -P + L a + 11 + 1 

-n,L - P + 11 1- 1 • -~ + 11 + 2; 1 
(6) F 22 2 

'4 4 - P+I -~+ 2 a + T] + 1 a + r¡+ 2 . x 

2 ' 2 ' 2 . 2 .l 
en donde Re(a ) > O; Re(r¡-~) > -1, n es u n núm ero 

entero positivo y H2 n(X) son los polinomios de 
Herrnt te de grado par. 

Si en (4) h acemos P = -a obtenemos el ope
rador de Riemann-Liouville [6.5( l.5)] aplicado a 
g(x) 

= (-tr' (ffiIll¡ + ~)! vm, r(~ + 1) ? ,+a 

Ill¡ ! ~! r( a + ~ + 1) 

F [ (vx)m J-ffi¡ ,1; 
m+2 2m ó(m;a+~+l); m 

en donde Re(a) > O; Re(T]-p) > -1; m, mI y m2 son 
enteros positivos. 

El operador de Saigo aplicado a 

los polinomios generalizados de 


Hermite. de González y Kalla 


Ia'~"H (xl = 2' (- lrl2n rl! í [ r + 1,-p + 11 + r + 1 ]. 
o,X 2n+l'",V n' - p+r+La+11+ r + 1 

r +J r +2 -¡3 + 'l + r+J -¡3 +'l + r +2 1-n ,- .-- , , ; 
x' P F. 2 2 2 2 X 2 

5 5 1 -j3 r + 1 -j3 + r + 2 a+l1 +r+ l a + 11 + r + 2 [ v + , I • • • 

2 2 2 2 

(7) 

en donde Re(a ) > O; Re(T]- p) > -1; v > -1, r y n son 
números enteros positivos. 

Demostraci6n 

Sea h(xl = +, .v (xl los polinomios gen eraliH 21

zados de Hermite [9 ]. definidos por: 
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al sustituir h{x) lenemos que: 

(8) 

a plicando (3) en (8) y expresando el resultado en 
términos de un a función hipergeométrica nos 
qued a la fórmula (7). 

Si r = O Y v = -1/2 en (7) obtenemos el opera
dor de Saigo a plicado al polinomio par de Hermite 
H 2n(x) que corresponde al resu ltad o (6). 

Si en (7) r = 1 y v = 1/2 se obtiene el operador 
de Saigo a plicado a los polinomios de Hermite de 
grado impar H2n+¡(x) 

2(- lrt2n + 1)1 [ 2,-13 + r¡ + 2 ]r ·P ·~H x - r . 
o.x :<h . 1.1/2( ) - n! -13 + 2, a + 11 + 2 

- 13 + 11 + 2 -13 + r¡ + 3 1nI, . - , 2 ' 2 ' I- p 2 

·x 4F;. ---13 + 2 -13 + 3 a + r¡ + 2 a + 11 + 3. x .
[ 

2 ' 2' 2 ' 2 ' 

(9) 

Si en (7) hacemos 13 = -a resulta el caso par
ticular aplicando el operador de Riemann-Liou
ville [6,5(1. 5)J 

2'(- lr(2n + r)1 nr + 1) x+ a . 


n! na + r + 1) 


r + lr + 2 ]- n,--,--. 
. 2 2 X 2 F (lO)
3 J a + r + 1 a + r + 2 .

[ v +.1, , ;
2 2 

El operador de Salgo aplicado a 
los polinomios de Laguerre 

¡O' P ~~ (x) = (v + Iln r[ 1,-13 + r¡ + 1 ] x-p. 
o.x n! -13 + 1, a + r¡ + 1 

- n,l,-13 + r¡ + 1.; ] 
. F x (11) 

3 3 [ V + 1,-13 + 1, a + r¡ + 1.; 

en don de Re(a) > O; Re(r¡-13) > -1 ; v > -1. n es un 
entero positivo. 

Demostraci6n 

Con ideremos los polinom ios de !..aguerre 
[10,273(9.13. 10)] 

(v + lln4: (x) = - -<P(- n, v + 1; x)
n! 

al sustituir 4: (x ) en (1) resulta 

(v + 1\ 
fU ' P '~4:(x) = __In I a P~<I>(-n, v + 1; x ) (12)
o.x n! o.x 

Comparando (1 2) con (3) y expresando en 
términos de una función hipergeométrica resu lta 
(11). 

Si en (11) hacemos 13 = -a obtenemos el caso 
particular aplicando el operador de Riema
nn-Liouville (6, 5 (1. 5)J 

o V(x) = ]",,-0." V(x) = ( V + l'In x a F. [ -n .1; x ] 
R;;x r.;; O.x r.;; n ! r( o. + 1) 2 2 V + l . a + 1; 

(13) 

en donde Re(a.) > O; Re(ll-13) > - 1; v > -1, n es un 
entero positivo. 

El operador de Saigo aplicado a 
las integrales de Fresnel 

1 [ 2,- 13 + TI + 2 ]r .P·~C(x) = - r ., Xl-P. 
o.x 2 ---13 + 2, a + r¡ + 2 

1 - 13 + r¡ + 2 -13 + r¡ + 3 ~ 
n ix22'1, 2 ' 2 ; 

. F - - + 
4 4 -13+ 2 -13 +3 o.+r¡+2 a+r¡+ 3. 2¡[

2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 

1 L -13 + r¡ + 2 -13 + r¡ + 3 . . 2] )
2' 2 • 2' 1t1X+ F - - 

4 4 -13+ 2 -13+ 3 a+r¡+ 2 a+r¡+ 3. 2[ 
2 ' 2 ' 2 ' 2 ' 

(14) 
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en d onde Re(a) > O; Re(r¡-01 > -1 ; Y C(x) es una de 
las integrales de Fresnel. y 

r .II·" S(X) = ~ r[ 2.-~ + r¡ + 2 ] xl - ji 
O.X 2i -~ + 2, u + r¡ + 2 

1 - fl + r¡ + 2 -~ + 11 + 3 . 1 
F '2.1 2 . 2 ' n ix

2 

. 4 '. -0 + 2 -~ + 3 a + r¡ + 2 a + r¡ + 3.2 ¡[
2 . 2' 2 ' 2 ' 

~ 1 -~ + q + 2 -~ + r¡ + 3 . 1 ) 
F. 2' 2 • 2 ' nix

2 

- 4 -~ + 2 -~ + 3 o. + r¡ + 2 a + r¡ + 3. - 24 
[ 

2 • 2' 2 ' 2 ' 

(15) 

en d onde Re(a ) > O; Re(r¡- ~) > - 1: y S(x) es la olra 
.integral de Fresnel. 

Demostración 

Las integrales de ¡'~resnel [10 .272(9. 13 .4)1 
están dadas por 

(16) 

2
 

z [ )
(1 3 niz (1 3 )[¡z2)]S(z) = - cD -.-'- - cD - - '- - . (17)
2i 2 2 ' 2 2 '2' 2 

SeaJ{x) = C(x). 


Al sustiluir en (1) resulta, 


-X[{ -l 31lLx2)!',.I .IIC (Z ) = [". jl" c¡ . •-- -r <l 
o.x o.x 2 2 2 ' 2 

- - 1l Lx' )] j 1 3 .__ 
\ 2 ' 2 ' 2 

, . - 3 1 - 3 (18)= -1 [ ," ""Ix<I) ( 1 - ' -¡¡ Lx' ) t -1".II.,x<I) l' 1 - ' - -¡¡ Lx' ) 
2 o.x 2 . 2' 2 2 o.x 2 • 2 . 2 

Al com p arar (18) con (3) y al expresar este 
resultado en terminas de la función Wpergeomé
triea, nos queda la fórmula (1 4). 

Un procedimien to análogo sigue para la de
moslración del res ultado (15). 

SI hacem os fl = -a en (1 4) y (15) respectiva
mente, se obtienen los casos particulares aplf 

cando el operador de Riemann-Liouville 
(6 ,5( 1.5)1, 
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