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Abstraet 

Thls paper considers the effects of harvesting on population model descrtbed by the Logistic 

D!fferential Equalion. in no bisecant cases. Conditions for the existen ce of two bounded soluUon s on ~n are 
glven. 

Key words: Harvestlng. LogistiC Equation . 

Algunos resultados sobre la ecuación logística 
con cosecha 

Resumen 

Este trabajo considera los efectos de la cosecha sobre un modelo poblacion al descrito por la 
ecuación diferencial logística, en los casos no bisecantes. Son dadas condiciones para la exis tencia de 
soluciones acotadas sobre ~n. 

Palabras clave: Cosecha, ecuación logís tica . 

Introducción rios autores: un aná lis is del caso autón omo se 
puede encontrar en [1 . pp. 45-481. así mismo en 

En este trabajo consideramos la ecuación [2] y [31. Ahmad obtiene algunos resultados en el 
dJferencial caso autónomo sin cosecha. De] análisis de ella 

se tiene: 
x' (t) = xit~a(t) - b(t)x(t)] - h(t ) (1) Al Si 0< h < a2j (4b) entonces hay dos pun

tos de equilibrio a I y a2 con O < a2 < a I yel com
donde a(tl. b(t) y h( t) son fun cion es continuas y 

portamiento cualitativo de la solución x(t) depen
acotadas por encima y por debajo. por constantes 

de de la condición inicial. 
positivas (en este cas o diremos que a,b y h están 

A.l ) Si x(0) > a l , entonces Ix = W.:>:') con ~ < O, Yen C+) . Paraf E C+. denotamos por: 

lim x(t) = +'X', lim xit) = alf L = tnf{J(t ):t e ~H}, y fM = sup{J(t ):t E 91} ! • {+ t - . .. ~: 

A .2) 51 a2 < 40) < a l ' enlonces Ix = ~l Y ade 
más: 

La. ecuación (1) representa el modelo mate
mático, donde x( t} es la población en el instante t. 
a(t} es la rata de crecimiento. b(t) el efecto inhibi 
dor y h(t) la rata de cosecha. Denotaremos por Ix lim x(t) = (X 2' lim x(t) = ex 1 

t -. r t - . l r 

el interva lo maxirna J de existencia de una solu 

ción xH) de una ecuación diferencial. La. ecuación A.3) Si x(O) < a 2 , entonces Ix = (-ClJ, ~) con ~ > O 

(1 ) en el caso constante ha sido sludla da por va- y 
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132 Montes de Oca y Sarabia 

Um x (t) = -Y). lim x(i) = a 2 
t ) \ ~ ( _ " 7 

2Bl Si h =a /(4b) . enlonces hay u n punto de 
equilibrto a, y s i x{0) > a . en ton ces x (t) se compor

ta como en A l); mien tras que sí x{0) < a entonces 
x{t) se comporta como en A.3). 

el Si h> a2 /(4 b). la población se extingue 
en un tiem po finito. cualquiera que sea la pob la
ción inicial. s iendo Ix = (T¡ ,T2) con : 

Bm xttl = +u . lim xttJ = -Y. 
1 ,T ).: t ,Ti 

Es imporlanle estudiar la ecuación (l }, por 
su aplicabilidad a modelos poblacionales. por 
ejemp lo humanos. con un proceso emigratorto 
positivo, a fin de preveer. inclusive proceso de 
disminución o exter minio de poblaciones. En [2], 
Mon tes de Oca y Sarabia. estu diaron la cuación 
diferencial (1 ) bajo la condición: 

a:.h", < - - (caso bisecante) (2)
4b,w . 

En dicho trabajo s e determinó qu e la pobla
ción tiene el s iguiente comportamiento dinámico: 
Exis ten dos soluciones X d t) y X 2( tl, definidas y 
acotadas en ~Jl. tales que Xdt) > X2 (t) . para cada 

t E ~Jl Y existe u na constante k > O tal que 
dist(x ¡ ,x2) ~ k> O. Además si x(t) es soluclón de 
(1) bajo la condición (2). se tiene: 

i) Si x{0) >X¡(O), en tonces Ix = (p .o:.) con p <O. 

ü) S i X 2 (0) < x(0) < X ¡ (O). entonces Ix = 91. 

iii) Si x(0)< X2(Ol, entonces Ix = (-00, Pl con P>0. 

l~ xtt ) = - (f' y 11m [X2(t) - xttl] = O 
t . . ! ~ [ ... 7. 

El propó ito de este trabajo es el estu dio de 
(1 ) bajo otras condiciones : 

2a:. a
I1'M = 4b • hL < ~ (tangente-secante) (3) 

M 4bL 

a2 2 
I > _1,- h aM ( xt )1M 4b ' L < 4b e erno-secante (4) 

M L 

2 

h M 

~ 
hL 

a 
> 4b ' = ---1:L (externo-tangente) (5) 

M 4bL 

2a
h > ~ (biextemo) (6 ) 

L 4b 
L 

El caso tangente-secante 

En este caso ten emos casi los m ismos re
su ltados expresados en el teorema 3.1 de [5]. ex
cepto que ahora no se puede asegurar que 
disl(X¡ .X2) > O. En este sentido damos ejemplos 
donde dist{X¡ ,X2 ) = O. asi mísmo establecemos 
con diciones suficien tes para que dist(X¡.X2) > O. 
Definamos las s iguientes ecuaciones diferencia
les de Riccati : 

(7) 

x' =x(~ - xl - (infertor) (8)b M h M 

Bajo la condición (3), tenemos que (7) tiene 
dos puntos de equilibrto: a '1 y a '1 (con O < (X < 

' 1 " 2 M 2 

< (,( M)' mientra que (8) tiene un s olo punto de 
equilibrio (,(L' 

Además: O < a M2 < (lL < a M,' 

Los s iguientes lemas serán u tilizados para 
la demostración de los principales resultados. 

Lema 1 

Seax(t) una soLución d e (1) talque x(O) > O. Si. 

xM(i) Y xL(I) son soluciones de (7) y (8) , respectiva

mente. tales que: xdO) =x(O) = XM(O). Entonces: 

(i) xtl) $; XM(t) en J M' = 1 x r, I 
K .t.f 

(') [O. (0) 

(iv) x ¡w(t)_ x{t) en J Al = I x n [~ ,., n (-<X .0] 

Demostraci6n: vea [l. p.p . 27-28]. 

Así mismo. procediendo en forma similar a 
los lemas 2.2 . 2.3 , 2 .4 Y 2 .5 en [5]. tenemos el si
guiente lema. 
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Lema 2 

Bqjo la condición (3): 

a) 	 Existe una solución xj{t) de (1) tal que: U L ~ 

Xl (l) ~ u MI definida en todo ~)¡. 

b) 	 Existe una solución x2(t) de (1 ) tal que: u M 2 ~ 

X2(t) ~ aL en I)¡. 

c) 	 Six(t) es una solu.ción de(1 ) talque: x(O) > a M ' 
l 

entonces Ix = (f),co) con 0 < °y tim x(t) = +.f' 
l , l\ 

d) 	 Six(t) es una solución de (1) tal que: x(O) < a M 2 ' 

entonces Ix = (-CI),0) con 0> °y lim x(t ) = - CI) 
( ...... 11 

e) 	 Si x(t) es una solución de (1) tal que: u M 2 ~ x(0) 

~ U M	 ' entonces a M 2 !> x (t) ~ a MJ ' para cada
l 

t E ~11. 

Sean { E, n} n=l y {Un}:"1sucesiones en ~ll tales 

que: Sn °y un ~ ao , cuando n~ oc. Considera
mos la familia de problemas: 

x(t) :: a(t)x(t ) - b(t~xít)f - hIt) + Sn; x(O) = Un (9) 

x(t) :: a(t)x(t) - b(tl[x(of - h It) ; x(0) = U (lO)o 

En [4 , p.p. 39-41] se demuestra el siguiente 
lema que relaciona las solucIones de (10) con las 
de (9) . 

Lema 3 

Si ~ n es la soLución de (9) y ~ es la solución de 

(10) , entonces la sucesión {~n}~= 1 converge unifor

memente a ~ en cualquier subintervalo compacto 

contenido en I~ . 

Teorema 1 

Dada la ecuación (1) bajo la condición (3), 

existen soluciones X ¡ (t) Y X 2 (l) definidas y acota

das en todo ~H , tales que X At) < X ¡ (t) en ~H. Además 
si x(t) es una solución de (1) cumpliendo con 

a) 	 x(0) > Xl (O), entonces Ix = (0,col. con 0 < O, 

li~ x (t ) '" +<;r., y lim [x(t) - X l (O] = ° 
1 .1 \ t -- .... / 

b) 	 ~(O) < xíO) < X ¡(O) , entonces Ix = '.n , 

lim[x(t) - Xz(t)] = O Y lim[Xl (t ) - x(t)] :: ° 
I 	 l - ~._T 	 ,. 

e) xíO)< X2(01. entonces Ix = (-w, ~) con ~ >0 , 

°
lim x (t) = -if:. y lim[Xz(t) - x(O] = 
1 _ -If t - Yo 

Demostraci6n: Sea°el conjunto de las so 
luciones de (1) tales qu e Ix =91. Por el lema 2. te 

nemos que D * ~ y Do = Ix(O):x E Ol está acotado 

superior e inferiormente. Sean G OL = infDo. DOM = 

sup Do, XI( t) la solución de (1) tal que Xl (O) = DOM 

y X 2(t) la solución de (1) tal que X 2(0) = DOLo Sea 
{Xn }:=l una sucesión de soluciones en 2tales que 

xn(O) ~ D OM' luego por el lema 3 , (xn) converge 
uniformemen te hacia Xl en intervalos compactos 
de I XI Ycomo las x n es tán acotadas por a M 2 Y u M 1 ' 

entonces es claro que X l está definida en todo ~),. 

LuegoXI E Oy DOM E DO ' Similarmente probamos 
que (¿OL E Do. Además por el lema 2, ten emos que: 

u M 2 ~ X 2 (t) < X ¡(t) ~ a .'01 ' para cada t E ~n. 
1 

a) Sea x{t) una solución de (1) con x{0) = a> 

00M Y sean x~ i) y xL( t) soluciones de (7) y (8) , res
pectivamente. tales que: 

xdO)= x{0) = a = xwO) 

Como XL Y xM están definidas sobre [O.Cfl) , 
también lo estará x(t) y además: 

Así mismo. corno x(0) > 00M, tenemos que 
Ix = (p. +w) con -w < p< Oyyaque: u .'012 ~x{t) enton

ces lim x(t) = +w . 
, _11 ~ 

Si Xl (t) YX2(t) son soluciones de la ecu a ción 
(1) que es de Riccatl , en tonces cualquier otra so
lución x{ t) de (1) se puede escribir así: 

x(t) '" X l (i) - V(t)X2(t) (1 1) 
1 - v{t ) 

donde v(t) = kexp[-f~b(S)[XI (S) -X2(S )]dsJ y 

k = a- D OM 

a -OOL 

En este caso O < k < l. 


Luego: 
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(12) 

Si r; [X¡(s) - X 2(s )}:ts = L < x, entonces: 

k v(t) k 
O < d' L ~ - - ~ - - y Hm[X¡ (t) - X 2(t)] = O 

M _ k 1- v(t) 1- k 1" 

Por lo tanto de (12) tenemos: 

lim [X(Ll - X ¡(t) ] = O 
1 , r 

Por otra parte. si r; [X¡(s) - Xzls )}:ts =+00 . 

enlonces 

y como: O < Xl (t) - Xz(t) < (J. M I' de nuevo ten emos: 

lim[x(t) - X¡( t) ] = O 
t ~ r 

b) Sea x(t) una solución de (1) tal qu e: Xz(O) 

< x(0) < X¡(O). De acuerdo a (1 1). k < a y v(t) < O. 

luego x(t) está definida en todo :n. Rep itiendo el 
razonamienlo h echo en (al. tenemos que : 

Para probar que lim[x(t) - Xz(tl] = O, obser
' 4 r 

vem os que para l < O, la solución x( t} se puede es
crtbir en la forma: 

x(t} = X~(t) + (J)(t)X¡(t) (13) 
1 + Cl~t) 

don de (J)(t) = H exp[ - r b(s)[X¡(s ) - Xz(s )] ds] Y 

a- OH = ol. , conH >O. 
0 0M -a 

Por 10 tanto: 

(1 4) 

Si r [X¡(s)- X 2(s)}:ts = L < x . entonces 

lim [X¡ (t) - X2(tl] = O y además: 
L • , 

0 < H <~ <~ "d t< O. 
d'ML+ H - 1 + w(t) - 1 + H ' 

Por 10 tanto de (14) . lenemos: 

lim [x(t) - X 2(t) ] = o. 
[ _ T 

Así mismo si r [X¡(s ) - Xz(s)]ds =+00 . en

tonces ltm (J)(t) -= ay por 10 lanto de (14) tenemos 
t • r 

que también en este caso resulta que: 

lim[x(t ) - X z(t)] '" O , ' , 

el Sea x( t) una solución de (1) tal que x(0) < 

OOL> entonces (-::IJ , O] e l", y como no está definida 

en todo 91. concluimos que Ix -= (-C1; . ~) con ~ >0. 

Además x(t) ~ (J." ' luego 1im x(t) = - x . 
I t -+IC 

Finalmente que Iim[Xz(t) - x(t)] = O, se 
l --, -t 

prueba en forma similar a los casos anteriores. 

En [2 ] se probó que d(Xl,XZ) 2! (J. LI - (J. Lo > O 

(caso bisecantel, sin embargo bajo la condición 
(3). d(Xl ,X2 ) no necesariamente es positiva . En 10 

que s igue da remos condiciones suficientes para 
que dist(Xl ,XZ) = a, a pesar de tener X 2 (t) < X¡( O, 

"dt E 91 Y condiciones suficientes para que 
dist(Xl .X2 ) > O. 

En lo que sigue denotaremos xM<·:YJ) = 
limsup,_r x( t )y xLlO'l) =lím inf

t 
_, x(t ) 

Teorema 2 

Dada la ecuación (1) bajO la condición (3), 

con a.b,h E C+ ; 

11m a(t) = Clz. ; Iim b(i) = b.,; lim h(i) = •h M 
t -~ - >: t _ <T t -4j.-J:: 

Entonces para cada x E O, se cumple 
lim x(t ) = (J. L Y dist{X1,X2)=0. 
l - "· " 

Demostración: Sea x E O. luego a. M 2 ~ x(i) 

~ a. MI' 't i E 91. Además como x( t) es dtferen ciable 

en '.n, por el corolario 1.2 en [6], existen sucesio-
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nes {t,, }~ " , Y {lnt =, tales que tn ~ +J: . 1n ~ +X> . 

X{tn) ~ O,x(tn) ~ (e/)); x( t ) ~ O, x(l ) ~ x J :.o ).X M n n 

Luego en (1) tenemos: 

(15) 

(l6) 

Haciendo n --7 /J en (15) y (l6). resulta: 

0 = x M (oc )[ll¡. - b Mx M ( -l]- h M 

- bA/ [XM(Y) ) - ::M r 

Por lo lanlo: 

En particular, para Xl y X2 del teorema 1, 
tenemos que: lim[X, (t) - Xz(tl] = O, luego 

l - o/ 

dist(XI .X2 ) = O. 

El teorem a 2 tiene una versión análoga para 
t ~ - oo. Por ejemplo para: 

(17) 

se cumple que: Iim[X, (t) - X2 (O] = O 
t ~ , 

Teorema 3 

Dada la ecuación (1) bqjo la condlción (3), 
con a,b,h continuas. T -periódicas y positivas, en
tonces X ¡ (t) Y X2(t) del teorema 2. son las únicas 
soluciones periódicas de (1) y además: dist(X¡,X2) 

>0 

Demostraci6n: Sea x(t) u na solución de (1) 

tal que x(0) > a. M,' Luego xH) es acotada en [O, --) y 

Ix = W, +00) ;t ~ll . por lo tanto x( t) no es periódica. Por 
otra parte, debe tenerse que x(0) > x(1), luego 

{x{kT)}~' 1 constituye una sucesión decreciente. 

onvergien do a un cierto y E 91. 

Además xk(t) = x(t + kT ) es una solución de 

(1 ) con 1", * :11, luego x{kT ) > noMY por lo tan to: 

y ;?: n OMo Si y > n OM, como x(L;O,y) esT-periódica 
(Vea teorema 4.1 1 en [7 ,p.1 161. tendrlarnos un a 

solu ción definida en tod o:ll con x{O;O.y) = y > OoM. 
lo cual contradice el teorema l. Lu ego y = OoM ' Y 

por lo tanto x{tO.y) = X¡(tJ, \:f t E ~ll . De man era si
milar demostramos que X2(t) también es T-perió

dica. Como Xl *" X2. de acu erdo al teorema 9 .6 en 
[7. p.p. 102-1 03), concluimos que (1) tiene exac 
tamente dos solu ciones periódicas. siendo és tas 
Xl y X 2 · Además al ser Al = Xl ([0.71) Y A2 =X2 ([O,71) 
son com pactos disjuntos, luego tenemos que: 
d(XI ,X2 ) = d(A1,A2) > O. 

Otros casos de la ecuación 
logística con cosecha 

En 10 que sigue, consideraremos la ecua
ción (1) b ajo las condicion es (4). (5) o (6 ) 

Lema 4 

Conslderamos la ecuación (1) , con a, b, h E 

C+ , no todas constantes. Si (1) aceptapor lo menos 
rma solución acotada, entonces: 

Demostración: Sea x(t) una s olu ción aco

tada de (1). Por corolario 1.3 en [6]. existe {q:=l 
en 91 tal qu e: Um x{t,.) = x M: Um x(t,,) = O. Luego en 

n " n~ y 

(l ), tenemos: 


X{tn ) = x(t" l[ait,, ) - b(t" )x{t,,l] - h(t,. ) 


Tomando límite cuando n --7 00 , resulta: 

2a
Luego: h" S ....2L . 

4bL 
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a~1 	 a .Si h L = 	-, entonces x M =~. AplIcando 
4bL 2bL 

de nuevo el corolarlo 1.3 d e [6 ). existe {ln}~ I en ~ll 

tal que: x{Tnl -t X L YX(lnl -+ o. 
Repitien do el razon a miento anterior, tene

a a. 
mos que : X l =.2L. O sea x(t) = .2L, 'V t E ~ll. 

. 2b 2h 
L L 

En consecuencia , tendriamos que a, by h 

serian con stantes, con trario a lo sup uesto. Luego 
2a

h <~.
L 4bL 

Teorema 4 

Dada la ecuación (1 ) , con a, b, e E C+ , no to
das constantes y cumpliendo la condición (5) o (6), 

entonces (1) no acepta soluciones acotadas defini

das en todo ~n . Además cumpliendo la condición 
(6) , para cada solución x (t) de (1 ) se tiene que: 

Ix =([3¡ ,[32) con'if' < ~¡ < 132 < -kG 

Demostración: La prim era parte es Inme
dia ta d el lem a 4. 

S i se cumple la con di Ión (6). por el lema 1 
tenemos que s i x( t) es u na solución de ( 1). existen 

rj ¡,~2 tales que -00 < ~¡ < ~2 < +00 Y Ix =W¡.~2) · 

En 10 qu e s igue daremos una con dición su
ficiente para asegurar que (1) bajo la condición (4) 

no tenga soluciones acotadas en ~n. 

Teorema 5 

La ecuación (1) con a,b E ~ll+ Y h E C+ ,hperió 

dica de periodo T, no tiene soluciones acotadas de
2 

- a - 1 fT finidasen todD ':H si h ~ - , donde h = .- h It) d i 
4b T O 

Demostraci6n: Supongamos qu e ( 1) acep

te una solución acotada x(t) definida en tod o ~ll. 

en lonces por el teorem a 4.11 en [7 . p . 1161. tene
m os que existe una solu ción T-pertódica X( t) . En 

(1) haciendo X(t) = w( t) + ~. res ulta: 
2h 

(18) 

Integrando (18) entre O y T, resulta: 

a7 JTw(T) - w(O) = 0 = - b T w 2 (t) d t + - - h(tl d t J° 4b ° 

_ a2 

Luego: h < -. pues X{t) no es con stante . 
4b 

Por 10 tanto, bajo las con diciones im puestas, (1) 

n o p uede tener soluciones acotadas en su inter
valo maxirnal de existencia. 

Observaci6n: 

En la ecuación (1) bajo la condición (4) pue
den presentarse tres casos. r elativo al núm ero de 

soluciones acotadas en Ix = ~n . 

a) Al menos dos soluciones acotadas; 

b) Exa ctamente una solución acotada; y 

cl Ninguna solu ción acotada. 

Los siguientes ejemplos ilus tran estas si
tuaciones. 

a) La ecuación: 

2X(t) = ax - bx + ~ ( sen2(t) + ~ sen(t) · cos(t) -,- ~) - ~ 
b 2 16 4 b 

(19) 

con a > 2J2, b > O cumple con la condición (4). 

Haciendo z(t) = bx(t) - (a/2) en (19). ob tene
mos: 

Z(t) = _ Z2(t) + sen 2(t) + ~ sen(t) - cos(t) + ~ (20) 
2 16 

1 
z¡ (t) = -sen(1.) + - es u na solu ción 2 rc-perió

4 
dica de (1 9). 

Otra solución vien e da d a por; 

1 1 
Z2(t) = - sen(t) + - - - ,T 

4 w(t} 

donde w(t) es una solución de 

w' = 2( - sen(t) + ~ \ ; (J) + 1. (21) 
~ 4 ) 

Como: r 2( -sen (t) + .~:) dt '" O. en tonces (21) 

ac pta una solu cIón 2 71-periódica (y sólo una). y 

por lo tanto Zz (t} es 2 71-periódica , si torna rnos w( t) 

periódica, De manera que X¡(O = .2. Zl (t) + ~. 
b 2h 

(i = 1,2) son dos solUCiones 2 71- periódlca s de (19). 
Finalmente de acuerdo al teorem a 9.6 en [7, 
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p .9 7], la ecuación (l 9) tiene exactamente dos so
luciones periódicas . luego tiene por lo menos dos 

solucion es acotadas definidas en ~H. 

b) La ecuación: 

2 
x(t) = ax _ bX2 _ a + sen 2( t) - cos(t ) (22)

4b b . 

con b> Oya> 15 tien e exactamenle una solu ción 
definida en ~\. acotada. En efecto. h aciendo 

z(t) = b( x(t) - ~) en (22). obtenemos: 

(23) 

Una s olución de (22) es: z(t) = -sen( t), evi

dentemente 2rr-periódica (y por lo tanto a cotada 
en ~ll) . 

Si Z{i) es solución de (23) tal que Z{O) > O, en
tonces de acu erdo a la teoria sob re la ecuación de 
RiccaU. Z (t) = z(t ) + (1/ w(t)) es otra solución de 
(23). donde w(t) es una solución de: 

1
cú'(t) = -2sen(t~!)(t) + l y co(O) = - > O. 

Z(O) 

o sea: 

cú(t) = e2COS(tl [ w(0)+ J~ e 2COS( sldsJ. 

la cual se anula en un cierto PI < O, luego zt t) = 

-sen (t) + _ 1_ llene asíntota vertical en PI. y por lo 
co(t) 

tanto n o es acotada en Iz. 

Lo mismo sucede si ztQ) < O. o sea existe 

f"l2 > O tal qu e t = P2 es asíntota vertical de Z{ t). 

Luego, la única solución a cotada definjda en :11, 
de 	 (23) es: Z{ t) -sen(t), por lo tanto. 

x(t) = -~sen(t) + ~ es la única solu ción de (22). 
b 2b 

acotada sobre :11. Obviam ente. esto prueba que 
(22) tiene una sola solución periódica. cumplien
do I condición (4). 

cl La ecuación: 

x(t) - x(t ) X2(t) _ 1+ sen 2(t) (24) - -	 6' 

por el teorema 5 no tiene soluciones acotadas. 
pues: 

1 1
Observe que hL = 	- y h M
6 3 


d) La ecuación: 

. ) 2 2e + l 
Xi t ) = 3x(t - 2x (tl - - -	 (25)o 

t 2 + 1 

tampoco tiene soluciones acotadas. inclusive 

ninguna s olución tiene Ix = ':11. 
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