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Abstract 
A convolution associated with Lbe fractional operator Bp,a,p = t!·o.-PD PfDtJl is defln ed and its 

properties are investigated. Followíng a process similar to Mikusinski's, and operational calculus is 
developed and the operatlonal rules obtained are used in solving sorne differential equations. 
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Un cálculo operacional para el operador 
fraccionario Bp,a,~ 

Resumen 

Se define una convolución válida para el operador fraccionarto Bp,a,J) =t1-o.-J)DP fDtJ) . que nos permite 
desarrollar un cálculo operacional siguiendo un proceso algebraico semejante al de Mikusinski y 
obteniendo reglas operacionales que son utilizadas en algunos ejemplos. 

Palabras clave: 	Operadores fraccionarios. cálculo operacional de Mikusinski, operadores de 
Bessel, convolución, álgebra de operadores. 

Introducci6n 	 Y B"p) = D Pt+1Dt'Y estudiados por J.A. Alama y J. 
Rodriguez en [5]. 

En este trabajo siguiendo un proceso alge
En este campo destacan los trabajos reall 

braico similar al empleado por J . Miku slnski [1] 
zados por I.H. Dimovki [61. J.J . Betancor y J.A. 

para el operador D, se desarrolla un cálculo ope 
Barrios [7] para el operador del tipo Bessel

racional para el operador 

Bp,o.,J) = t!-o.-JlDPf'DtJl , con a.+~ > O, P+p > O, P > O 

yporV. Kiryakova [8]yJ.A AlamoyJ. Rodríguez
donde comparece la derivada fraccionaria de Rie 

en [9 ] para el operador fraccionario modificado de 
mann-Liouville D P y siendo su operador Inverso 

C Pr 
1	 Erdélyi-Kober, 6(0) = ¡I~tfl'r entre otros autores. por la derecha el Lp,a.,P = rP¡t"'¡p tu+P- . 

Para definir la convolución del operador
El cálculo se reduce al estudiado por 

Bp.(l.J) nos servirá de ayuda el operador integral de
Ditkin-Proudnik.ov [2]. cuando p =1, IX =1, ~ =O. al Rtemann-Uouville: 
del operador Bv = C DtY+1D estudiado por E. Koh 

[3J cuando p =1, a. =v+l, p= OYal dado porJ. Ro
I"J(t ) = r;u) l(t - ~r-I J(é,}dt, (u > O) (1 )

dríguez en [4] cuando p = l. Asimismo constituye 
una extensión de los operadores Bp,v = f VDPt+) D 
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60 Alamo y Rodriguez 

siendo J una función localmente integrable en 
[O,~). 

La derivada fraccionaria de orden v > O de 
una función ] E en (la, (0)) se define. con la ayuda 
de (1) [10). mediante 

CY'J=D"r-UJ (n-l< v S; n ). (2 ) 

El operador de in tegración fraccionaria ge
neralizado de Riemann-Uouville estudiado en 
[11 J viene dado por: 

(3) 

siendo ¿¡,~ > O Y Juna función localmente integra
ble en [O,CX)). 

Definicl6n 1: 

SeWl ~ > ayJ E :J) ((0,00)) . Sede.ftneelopera
dor Dp mediante 

DJ(t) = ~P J(t) = p-I e -~DJ(t) . (4)
dt 

Definicl6n 2: 

SeWl p > a, con n-l < p S; n y J E 'lP. Enton

ces, se define 

(5) 

Definici6n 3: 

Sea J3 E IR+ Y sea]: ro,CX)) ---) c. Definimos el 
operador potencia. del argwnento mediante 

(6) 

Los operadores D P, ¡ p, DC, I; están relacio
nados por las expresiones que siguen [1 21 

(7 ) 

(8) 

Por último, veamos que el operador Bp,ll,p 
tambien adopta la forma 

(9) 

Para ello, como Lp, o...p es inverso por la dere
cha de Bp.ll.p si s e aplica la segunda Ley de índices 
(vease [131) a las expresiones a continuación se
ñaladas, se tiene 

L = (B t I = p.O .p p.<l.p 

CPtl-otO-I U - O¡ ptO+P-1 = e - O- p¡o C I¡ I-O¡pto+P-1 = 
'----v---' 

Invirtiendo resulta (9). 

Extensión de (Cp.+.*) a su cuerpo 
de fracciones 

Dentro de las funciones de argumento posi
tivo y valores complejos 

J: 10,(0) ----)) e 

consideraremos el conjunto Cpde series de poten
cias generalizadas definido por 

C = {f(t) = ~cvnp /absolutamen te convergentep 

en compactos de [O, (0) }. (lO) 

Es fácil comprobar que (Cp ' +, .C) es un espa
cio vectorial. 

Definlci6n 4: 

SeWlj. 9 E C - Definimos la operación *. a lap 

que llamamos convolución. por 

C PD "
~ 

e-PDtP' o+P+l n o+P 
(f* g){t) = --"P----,.------

pr(c¡ + p) r (P : p) 
P P I¡(t - ~l"~ P-1 SO+P- I -' r¡p(l - TI);; f(sTI;;) . 
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(11) 

con a+~ > O. ~+p > O. p > O. 

En el caso de funciones potenciales de ar 
gumento t P la convolu ción vendrá dada por 

fP* cqp
= 


r( PI' • pP ... p )r( qp ...p~ '" P)npp + ex + ~Ir (qp + ex + PI 

___ 	 tlP· q),·,o 

na + w( 11 ; P)r (a+ P+ pp + qpl r ( pp ,. q: ... ~ +p ) 

(12) 

En el siguiente aserto recopilamos las prin
cipales propiedades de esta convolución. 

Proposici6n 1 

DadasJ,g.h E Cp y A E e se tiene: 

a) J*9 ECp 

b) J* (g * h) == if* g) * h 

cl J* 9 == 9 *J 
d) 	 A*J == A.J 

e) J * (g+h) == J * 9 +f * h 

t) f* 9= 0 =:>f==O Ó g == O 

g) Lp,a,p if* g) = (Lp ,r:t,rJ) * 9 . 

A continuación se proporcionan esquemas 
de las demostraciones de las anteriores propie
dades y se com entan algunas de ellas. 

al 	 La convolución *es cerrada en Cp• Primera
mente por (12) se observa que es cerrada 
para potencias. En general se tiene 

con 

b) 	 La propiedad asociativa se demuestra para 
potencias. con la ayuda de (12). compro
bando que al desarrollar ambos mi mbros 
se tiene la misma expresión. La extensión a 
Cpes obvia. 

el 	 Para vertftcar la conmutaUvidad efeclua
mos en (11) los cambios x == (t-é,) e y =(l-Tl). 

Se obtiene así: 

c PDPe -PDtP-a.+P+1DU + P 
P 

~ 

¡(t _X)«+P-l Xa. +P- l 


pr(a. + ~)r( ~ : p) 


1y~(1 - Y);9(XY;;)f [ (1 - Y);;(L- X)]dYdx . 

Esta expres ión no es otra cosa que el desa

rrollo de 9 * f 
d) 	 El operador * conserva las constantes. En 

efecto, si en (11) se sustituye g{t) por A. se 
1 

efectúa el camb io de variables x = é,TlP y se 

tiene en cuenta (4) y (5). resulta 

P 
PtQ 

1\ 
}..rPDPe -PDtp-a.+ ~+ 1DH ~I"' ~ - P- P-l lt P- l l~tPf(t) . 

expresión que al simplificar se reduce a 
'Aj(t) . Por esta propiedad y para el valor A== l. 
queda patente que la unidad a ctúa como 
elemento neutro de la convolución. 

el 	 La propiedad distributiva es consecuen cia 
de la linealidad que verifica la integral. 

t) 	 Para ver la integridad se parte de que 
f * 9 == O. Consideraciones sobre el grado 
del polinomio del primer miembro permiten 
escribir que 

~ 	 P 11(t -é,lQ+/l-lé,Q+P-l 1: TlP(l - Tlipf(!;Tl~1 

1 	TJ)~(t - !;l]d'1dC, = o.(1 

Los cambios 

y p t 

Tl=--p. é,= Z1: . u=, 	 , 
conducen a la expresión 

pl' [(u - Z¡U+ P- 1ZQ+P-l,2a-P-l yP~ P-l . 

(,P - yr)~J(ZY~[('P - yP)~ (u - Z)]dYc:tz. 
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donde es aplicable el teorema de Tltch 
rnarsh-Ryll-Narclzewski que pennite con
cluir que 

(u - Z)'-<+ P-l (,P - yP )~g[ (,P - yP)~(u - Z)] = O Ó 

z a+ P-l yP+ P-lf(yz ) = O. 

por lo que f = O Ó 9 =O. 

gJ 	 Veamos antes como actúa el operador in
verso sobre la función de Gp 
L 	 f(t) = ePlt- a JPt a + p-l ~ a t /( p = 
p~.~ 	 ~ k 

k - O 

O P 1c PIt- a I P Ia"t P+ + - = 
k~O 

ePI! a/(r(kp + a + ~) t kp+P+P-l = 
k~ O r(kp + a + p+ p) (1 4)

! a,.nkp + a + P) tkp+ P 

o (kp + P+ p)r(kp + a + P+ p) . 

lo que nos pennite la demostración de g) por 
aplicación directa de (12) y (14). Esta pro
piedad. den ominada de Dimovski. es un 
tes t que nos pennite comprobar si la convo
lución es adecuada para el operador consi
derado. 

Establecidas estas propiedades podemos 
enunciar: 

Proposici6n 2 

(Cp• +. *J tiene estructw-a de anUlo conmuta
tivo unitario sin divisores de cero. 

La anterior proposición nos permite exten
der G~ a su cuerpo de fracciones. Para ello se defi
ne en Cp x (Cp - lO}) la relación - por 

(f.g) - (h,k) ~J*k =9 * h 	 (15) 

que es de equivalencia. Denotamos por Mp.a.p = 
Cp x (Cp -(0 ))/ -. Siguiendo a Mikusinski llamamos 
a los elementos de Mp.a.p operadores. designados 
a la clase del par ([.g) (porJ/ g) . 

En Mp.a.p se definen las operaciones suma. 
producto y producto por un escalar por 

l... !::.. =f*h 
9 k g*k 

compatibles con la relación - . 

Con estas operaciones M p.a.p es un álgebra. 

Hay una parte M 'p.a.p de M p.a.p con elementos de 
la formafll Isomorfa con el anillo C mediante lap 

aplicación 

(I6) 

Un cálculo operacional 

Veamos primeramente que el operador 
Lp.a.f3 a dmite representación como elemento de Cp 
y por tanto de M p.a .p que le incluye. 

Proposici6n 3 

Sif E 	 Cp y k E N, entonces 

a) na + P} t P * f(t ) = L ,J(L) (17)
(P + p)f(a + ~ + p) p.a . 

b) 

na + ¡3)r(13 + p) 
-------'~p---"--~ t p * f(t) = e' J(t}. 
pK r(a + J3 + p)r'(kp +: + I:) p,a, 

Demostración 

a} Puesto que LpJ,J = Lr;p9 para '1 ],g E Cp , 

].g '" O. el elemento Lp ,a ,J es independiente 
f 

deJy por ello lo identificamos con el opera
dor Lp.a.p. Por tanto como: 
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63 Un cálculo operacional para el operador fraccionario Bp,a,p 

L",a ,pI -----) L 1 = r(a + ~) t P , 
1 p,ap (j3 + p)r(a + ~ + p) 

podemos identificar 

L = r(a + ~) tP . 

pa ,P (j3 + p)r(a + ~ + p) 


b) Basta proceder por Inducción sobre k. 

Asilnismo los inversos de los anteriores 
operadores (que denotaremos por Vy 0 ) también 
pertenecen a .:Mp,a,p ' Tenemos, pues que 

v = (j3 + p)r(a + ~ + p)a) (18) na + ~)tP 

ve = pkf(o. + ~ + p)r(kp + : + p) 
b) 

r (a + ~)r(~ : P}kP 

Composiciones de 108 Operadores 

Lp a~ Y Bp aP 

Es fácil comprobar que 

Esto no sucede si conmutamos los operadores, 
pues 

Lp ,a ,pB p,a ,¡J(t) = CPIt- aI"t a 
+ p-le-a-PDPta DtPf(t) = 

CP¡C" / PDpt a DtPf(tl, 

de aquí, por [10). con n- 1 < p :o:;; n, la anterior ex
presión deviene 

r p
[ t Pf (t) - (t~J )(0)] - r P. 

'f ([)'<¡n- Pt"D1 PfHO) t k+o- n- a+l = 

l=oIk + p - n - a + l)r(p + 1- n + k) 

f(t) - c P( t PJ )lO) 

a! (ri'r-pt DtPf)(O) t,,+p-n-a - p+l. 

k~ O (k + p - n - a + l)r(p + 1- n + k) 

Hemos establecido así 

Proposici6n 4 

Si n -1 < p ~ n yJ e Cn+1 ([0.00)) se verijka. 

En caso queg(t) = cPj(t) = r~!ak«P setie
k - O 

ne que 


Df¡n-Pta DtPrp!a/'P = D'I"-P ~)q:>aktk P+a-l = 

k- O k - l 

de donde, para i =0, 1..., n - 1. se ver1flca 

y, por tanto. el sumatorio de la fónnu1a (19) es 
nulo. resu1tando que recogemos en la s iguiente 

Proposici6n 5 

Sif e Cp • entonces 

(20) 

Teniendo como objetivo obtener algunas r e
glas operacionales. introducimos las nuevas fun 
ciones que siguen: 

C p (t ) = ~ (21)a-l ,p ¿", 
1<= 0 
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64 Alamo y Rodríguez 

Demostración: 

Bpo. F ItI> [p, a: -(aL) p] = 

e-o.-PDPta DtP(CP! (- lf(at)"!' ) = 
n- O nlr(np + a) 

Obsérvese que para p=l, ~=O , las funciones 
C: _1 ,p(O y E: _I ,p(t) se reducen a las funciones 
r(alCa _, (t ) y rea.)Ea_1 (n siendo Ca' 1(L) la función 
denominada de Besse)-Clif[ord de primera espe
cie y Eo. _, (t ) la modiftcada o hiperbólica de prim e
ra especie , estudiadas por N. Hayek en [14] . 

Proposición 6 

Sea laJuncl.ón de Wright 

E P (i) = ~ 
a -l .~ ~ (22) 

1<-< 0 

(23) 

En [0,00) se veri.jicaformalmente que 

cP * C P (tP) = r{a)t-PJP (-tP)
a-1,~ 0 - 1 

(24) 

(25) 

Lo que se comprueba por aplicación directa de 
(12) 

A continuación probaremos que fun ciones 
obtenidas al modiftcar la función de Wrlght satis
facen ecuaciones cl1ferenclales donde comparece 
el operador que estudiamos. 

Proposición 7 

Sea a > O, entonces las ecuaciones diferen
ciales 

(Bp,aP + paP )f(t) = O (26) 

De igual modo, se procede para (29). 

Reglas Operacionales 

Haciendo uso de los resultados de la sec
ción anterior. obtendremos algunas reglas opera
cionales que nos serán de u tilidad para resolver 
ecuaciones cl1ferenclales donde figura el opera
dor que nos ocupa. 

Partiendo de (20) y operando ambos miem
bros con V (véase (18)) , se tiene 

Haciendo Jl.t) = J~ _ l [-{at)"], teniendo en 

1 
cuenta (26) y que J P 1(0) = --, se obtiene 

a- rea) 

(27) 

y. agrupan do, se llega a 
son satisfechas respectivamente por 

P 
(V + paP) . C PJ P [-(aW ] = c , V 

a - I rea) . 

finalmente , por (2 4 ) 

(V + pa~ ) · c P , C:_I,p [(aW] c P , V 

na) na ) , 

(28) 

(29) 
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de donde se deriva la primera de las sigu ientes re
glas operacionales 

al V = CP [(aW]V + paP a-I ,p 

De forma análoga a la demostración de al 
pero s ustituyendo j{t) por J~_ I [(aW ] y teniendo 

en cuenta (2 7) y (25) se obtiene 

b) V = EP r(aL)p ]
V- pa P a - I ,pl' 

S i se suman ordenadamente a ) y b) . llega
mosa 

S1 s e restan a) y b), se concluye que 

Al r ealizar b) - 1 se deduce que 

e) 1 = _1 (EP _ [(aW] - 1)
V - pa P pa P a I.~ 

SI se efectúa l -al resulta 

o 1 = _1 (1 - CP-1 r(at) p])
V + pa P pa P a ,PI.: 

Aplicaciones 

Se usará aquí el cálculo operacional desa
rrollado anteriormente para resolver dos ecu a 
ciones diferenciales que involucran al operador 

B p.a, p, 

1) Consideremos el sistema de ecuaciones 

aBp ,a ,p YI (t ) + bBp ,a .pY2(t) = JI (t)} 
(31) 

cBp,aPYI (t) + dBpa ,pY2(tl = J2(t) 

con a,b,c.d E lR tal que ó =ad-be ;te O,.f; . i =1.2 son 
miembros de Cp e yi, son funciones desconocidas 

que perten ecen a Cp , y que verifican 11m tPy,(t) = O. 
1-.0 

i = 1.2 Y Um dr-pta DtPy¡(t ) = O i = 1.2 
1 o 

k = 0.1.2. .n-l. 

En vi rtud de (19) el sistema (31) p uede es
cribtrse como 

aVy , (O + bVY2(t) = J; (t)} 
cVYI (t) + dVY2(t} = fz(t) 

Por lo tanto la solución general de (31) es: 

na + P)
--~--'--'---- LP 
([3 + p)r(a + P+ p) 

Y = afz(t) - cJ; (t) , na + P) t p • 

2 
ó (p+p)r(a +/3+ p) 

I1) Consideremos la ecuación en derivadas 
parCiales de orden fraccionario 

B " u(x, t) - ifu(~. t) = O (n -1 < P < nl (32) 
p,a ,p ox 2 

O<x<l O<t< cx:> 

con las condiciones: 

a) 

tim tPu(x. t) = O 

1-.0 (33)
lim ¡J<¡n-Pt" DtPu(x. t ) = O. k = O.L2. oo., n -1 
t ....O 

lim ou(x. t) = J(t) 
b) ",...0 ox (34)

lim ou(x, t) = O 
",-+ t OX 

en virtud de (19) y (33), tenemos 

Vu(x, t) _ fuI; t) = O (35) 
ox 

11m ou(x. t) = J(t) (36) 
x->o ox 

Uro eu(x. t) = O (37) 
x -> 1 ex 

resolviendo (35) como una ecuación diferencial 
ordinaria en la variable X. seguimos de las condi
ciones (36) y (37) que: 
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66 Alama y Rodriguez 

eh[(l - xW]
u(x,t) = - J(t )· N: JV .

Vsh (l V ) 

Ahora. aplicando la transfonnada de 
Fourier finita, infertmos que 

J {t) 	 ~ ,""" 2 
u(x.t) = -- Le ¡ 2 

21. 	 -oc V + ( Tl:1n ) 

y . llamando 

se tiene finalment e que 

J(t) 	~ ,~ a 
l--Le si n * O 

u(x t) = 1 - aW + a) 
, _J(O~ 

si n = O¡
1 V 

j
_!!/,:xJ (t ). (1 - el [(aWI) si n * O _ 1 _ a a - l.p 

- _ J(t) . na + 13) t r si n = O. 
1 (13 + p)r(a + 13 + p) 
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