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Abstract 
Diffusion Models under the Solid Pbase Con trol for Adsorptlon and lon -Exchange. In sorne 

adsorbents, !.be surface dlffusion 15 tbe m ost lmportant mechanlsm of intraparUc1e mas s transfer. The 
correlation amongparticles ofvartous shapes : spbencal, cylÚldrlca1 and planar, and the surface dilfus ión 
coefficient is well establisbed. The optirnum values of s urface diffusion coefficien t Dso are estlmated by 
fitting tbe experimental adsorption kinetics reported in the literature with the p resent m odel developed, 
on basis lo lile combination between the exact solutions of the diffusion equation s in solid and tbe 
opUmization m ethod ofDavies. Swann and Campey. The fi lm resistence in nollnclud ed . The validlty ofthe 
diffuslon roodel in transient regime is confirmed by com paIison with the experimental data. 

Key words: Adsorption, ion-exchange. klnetlcs, d lffuslon coelTiclent. orthogonal collocatlon. 

Modelos de difusión con control de la fase sólida 
para adsorción e intercambio iónico 

Resumen 

En algunos adsorbentes, la difusión a la su perficie es el mecanism o más Im portante de la 
transferencia de masa lntrapartícu la. La correlación entre partículas de vartas formas: planar, cilindrtcay 
esférica. y el coeficiente de difusión a la superficie es completamente establecida. Los valores óptimos de 
los coeficien tes de difu sión a la superficie Dso son estimados por el ajuste de la cinética de adsorción 
experimental reportada en la literatura con el presente modelo desarrollado, sobre la hase de la 
comblnación entre las soluciones exactas de las ecu aciones de difusión en el sólido y el método de 
optimación de Davies, Swann y Campey. La resistencia de la película no es incluida. La validez del m odelo 
de difusión en régimen transiente es confirmada por la comparación con la data experimental. 

Palabras clave: Ad sorción, intercambio iónico, cinética, coeficiente de difusión, colocación 
ortogonal. 

Introducción portado valores de Ds evaluados para diferentes 
sistemas iónicos y solucion es orgánicas. Turner 

Existen pocos valores experimentales de los y otros [1] determinaron el coeficiente de difusión 
coeficientes de difusión de superficie Ds para sis para el intercambio de iones de W por Na+en una 
temas de adsorción e intercambio jónico bina resina Zeo-Karb 225 y proponen la correlación 
rios. por lo que su determinación experimental o Ds = DH/(l + x). Tikbomirovy otros 12J calcu laron 
por correlaciones em píricas, represenlan un as Ds a partir de las mediciones de la velocidad de 
pecto cada día más importante para el in geniero intercambio de los iones Li+, Na+. K+ y Mg+ sobre 
de procesos y diseño. En la literatura se h an re- KB-4Px2. enlas resinas Ku-2x8 y soluciones 
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acuosas y alcohólicas, con siderando Ds indepen
dien te de la concentración. Suzuki y Kawazoe [31 

proponen la correlación D = 1. 1xIO-4 exp (-5 .32 
Tb/T) cm2 / s , para adsorción en fase líquida de 
compuestos orgánicos volátiles sobre carbón ac
tivado. Sudo y otros [4] proponen qu e D s puede 
calcu larse por Dso exp (0.88qf) cm 2 /s, para ad
sorción de compuestos [enólicos y ácidos orgáni
cos sobre carbón activado. Susuki y Fujü [5] ana
lizaron en una celda de difu sión la adsorción del 
ácido proplónico sobre carbón activado y propo
nen D s = 1.5xlO-6 (0.045 [)n m 2 / s . considerandoq
los efectos de la concentración y temperatura. 

Cuando se dispone de m ediciones de la ci
nética y equJl1brio. el coeficiente de difusión de 
superficie, puede ser determinado con la ayuda 
de modelos m atemáticos que representen el pro
ces o de transferencia de masa. Algunos basados 
en el modelo de Fick [2, 6, 7] con Ds con stante, 
mientras que otros [8 - 12 J utilizan un modelo de 
difusión de superficie con Os dependiente de la 
concentración de la partícula; todos estos inves
tigadores consideran partículas esféricas . 

En este primer artículo, se propone un mo
delo de difusión gobernado por la ecuación (20) 
capaz de estimar el coeficiente de difusión de su 
perficie considerando el efecto del factor de geo
metría de partícula, mediante los métodos de op
timización de Oavies. Swann y Campey y el méto
do de Rosenbrock modificado [l O. 13J en combi
nación con el método de colocación ortogonal [14 , 
15). Este modelo es aplicado a cinco sistemas de 
cinética, tomados de la Llterat-ura [3, 4, 6]. 

Difusión y transferencia de masa 

La difusión intrapartícula y el tamaño de 
partícula son dos de los factores detenninantes 
de la velocidad n eta de transferencia de masa NA' 

de adsorción e Inlercambio iónico, dada por-: 

NA = D,(- Oq J (1)or ,~L 

donde. Os.es el coeficiente de difusión de superli
cie y es una medida de la facilidad de transferen
cia de masa, aumenta con incremen to de la tem
peratura !3j y varia con la concentración para 
muchos sistemas. 

El mecanismo de Transferencia de masa en 
sistemas de adsorción e intercambio iónico pu e

de ser considerado como un proceso controlado 
por flujos difusionales: i) Difusión externa: 

Transporte de masa de la solución hasta la su
perlicie externa de la partícu la (interfase); ü) Di
fu sión Interna o intrapartícu la: Transporte de 
m asa desde la interfase hacia eltnterior de la par
tícula. esta difusión puede ser difusión de super
ficie y/ o d ifusión de poro; o ili) combinación de la 
difusión externa e intema [16-19]. 

Asumiendo el proceso de Transferen cia de 
m asa isotérmico y controla do por la fa se sólida, 
don de la difusión de superficie es el m ecanismo 
de difusión lntrapartícula más importante. la 
ecuación diferencial general de difusión en sóli
dos puede escribirse como: 

(2) 

Considerando que la velocidad v en la fase 
estacionaria es cero y no ocurre reacción quími
ca. R (q) es cero. la ecuación (2) se simplifica a la 
forma s iguiente: 

aq =V{D V ) (3)al \! qs 

Efecto de la geometría de la 
partícula 

La ecuación generalizada de Transferen cia 
de masa para el solulo A hacia el interior de un 
s ólido. considerando el factor de geometría de 
partícula (a) y despreciando los flujos por difu

sión en las direcciones 4> y 8 para una esfera. en 
las direcciones z y 8 para un cilindro yen las di
recciones x e y para una lámina, es: 

oq =_l_ ~[ra-ID oq] 
I (4)al ra- ar $ ar 

donde a = 1 geometría laminar. a =2 cilindrtca y 
a = 3 esférica. 

Introduciendo las vaJiables adimens!ona
les : 

q r
X ,,=-, r=

q¡ L 

y sustituyendo a continuación en la ecuación (4): 

L1 ax,/ == _ 1_ ~ [;.a_1D a~A ] (5)
al ;.a-I ar ' ar 
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Ecuación válida para r epresentar la cinéti 

ca, det ennin ada en un reactor por carga o en un 
reactor diferen cial con difusión axial des precia
ble. 

La fracción promedio del solulo XA, para 
cualqu ier tiempo de contact.o para una partícula 
de geol11etría a, está dada por: 

fXA ~·)r a-J d; 

xA')= o 	 (6)r.f ;a-Jdr 
o 

Estimación del coeficiente de 
difusión Ds 

Modelo transiente con difusividad 
constante 

El proceso de transferencia de masa del 50

luto A en fu n ción de un coeficienle de d ifusión de 
superficie considerado independiente de la cme
tlca de adsorción o intercambio iónico para una 
concentración externa de solución constante , se 
describe por la ecuación de difusión de Fick. 

L' axA = D, [(a - 1~ BACA+ a 
2 

~A ] (7) 
~ r ar ar 

CondJclone5 de transferencia de masa 

al Sólido Ubre de la concentración del soluto 
A. al inicio de la difusión 

t = O, q = O entonces X A (r, O) = 0.0 (8) 

b) Con centración de la solución externa 
cons tante, para cualquier tiempo de contacto. 

en tonces YA (t) = Yo (9) 

cl En la interfase, concentración del soluto 
A en la superficie de la particula constante y en 
equilibrio con la fase líquida. para cualquier 
tiempo de contacto, esto significa suponer: que 
no hay resistencia a la difusión en la solución que 
rodea al sólido, que el volumen de la solución es 
lo suficientemente grande para que su concen 
tración no cambie con el tiempo. o que la solución 
se está reemplazando continuamente. 

t> O. r = L . q" = f (c") entonces X A (L, t ) =X"A (10) 

d) Distribución simétrica en el centro de la 

partícula, para cu alqllier tiempo. 

8q 	 . o;r 
r = O, - == O entonces _ _A = O (11) 

ar 	 0, 

Método de soluci6n 

La solu ción analítica de la ecuación (7) para 
partícula de geometria esférica. cilíndrica y lami 
nar es: [ 20). 

- 6 
2 

'" 1 (K 2
n
L

2 

2 
Dt Ja = 3. X" == 1-- ¿ - exp - ' (1 2) 

n K-J K 2 

(13)a = 2 . 

_ - _ 8 ~ 1 ((2K+lfn2D,t ] 
a -l , XA- I- 2 LC yexp - 2 (1 4)

n ' 00 2K + 1 4L 

Procedimiento de c41culo 

El coeficiente de difusión Ds se calcula utili 
zando el método de búsqueda unidimensional de 
Oavies. SWann y Campey (OSC). m ediante el 
ajuste de los datos experimentales de la cinética 
con los valores calclllados por las ecuaciones (12 , 
13 Y 14), bajo el criterio de la minimización de la 
función objetivo definida por: 

N 2 

FOBJ(XA)= ¿{uEX¡ -XA' ) (15) 
¡"J 

El programa de cálculo con siste : 

1. 	 Lectura de los datos expertmentales de la 
cinética de los diferentes sistemas. a tem
peratura constante. 

2. 	 Lectura de las caracteristicas del absorben
te: factor de geometría, diámetro de p artí 
cula. 

3. 	 Lectura de las raíces de la Función de 
Bessel bK pp . 81 - 93 2 1 . número de térmi 
nos K de la serie de Fourier. 

4. 	 OptimiZación del coeficiente efectivo de di 
fustón de superficie mediante el método de 
Davies, Swann y Cam pey. para ello se elige 
un valor inicial Os = lx1 O -8 cm2 / s. 

5. 	 Cálcu lo de la fracción promedio XA p a rtir de 
las ecuaciones (12, 13 Y 14). 
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6. 	 Criterio de convergen cia, cuando la función 
objetivo FOBJ (X A) ecuación (15) s ea míni
ma. 

Modelo transiente con difusividad 
variable 

El proceso de transferencia de masa en ad 

sorción e intercambio iónico puede expresarse en 
función de un coeficiente de difusión de superfi
cie constante. s in embargo, para muchos siste 
mas de adsorción, especialmente para aquellos 
que teniendo isoterma no-lineal bien m arcada, la 
energía de enlace cambiarla con la concentra
ción, esperándose que el coeficiente Ds dependa 
de la concentración. El coeficiente de difusión de 
superficie Ds = Dso f (XA). se estima por las corre 
laciones propuestas por 18]. 

(16) Tipo Langmuir: 

(I7) 

(1 8)Tipo Temkin: 

(19)Tipo Gilliland: 

La ecua ción (5) de Transferencia de masa 
con Ds = Dso f (XA) resulta: 

L20XA=_1_ a_[;a-ID ¡ (X )a~A] (20)at 	 ;a-I ar so A ar 
Introduciendo el número de Fourier de 

• D 
masa t =~ y sustituyendo las ecuaciones (1 5)

L
a (19) se obtienen respectivamen te: 

OXA_{ x"~ . \ I O (-a-' oXA ) [a2X!](8XA)' - -\u-, A ./=;:1 - r ~ + -- ~ (22) 
ffr' 7-' or 8,. ~2 8,. 

oX,_~ L~ ' SI () (-0-' 8X., ) (CL' )( 8X,)' (23) --	Gl ,\ - r ~ + - íJt' 	 ' • ) ., ;:--' a,. o,. X 
A 

\ oF 

oX ,_( p \ \ l 0(-." OX ,1 ( rt ."l&X,)' 
. - ,u.le /=:;:1 - " - 1+'(-l It-' J é"" --::-- (24)

01 r o,. r ) or 

Método de soluci6n 

La solución numérica de cada ecuación (21 ) 

a (24) se obtuvo aplican do el m étodo de coloc 
ción ortogonal para la distribución simétrlca de 
la fracción del solu to sobre la partícula sólida de 
geom etria (a) y sujeta a las condiciones de Trans

ferencia de masa dadas por las ecuacion es (8) a 
(11): 

La fracción promedio se calcula utilizando 
la fórmula de cuadratura de Gauss - Legendre. 

(29) 

¡ 1 

Por lo tanto resolver una ecuación diferen

cía! de la fonoa _
dX 

A = ¡(X ,,1, a ~) por la combi. 
dI ' 

n ación del m étodo de colocación ortogonal , del 
m étodo de integración de Euler y del m étodo de 
Rosenbrock con la m odUlcación de Davies, 
Swann y Campey se reduce al cálculo de las ma

trices ~I y BJI Y de los parámetros a y ~ . Detalles 
de estos métodos y del programa son dados por 
[lO. 13]. 

Procedimiento de cálculo 

Usamos Wl mé odo iterativo para calcular 
los parámetros de las correlaciones propuestas, 
para estimar Ds se procede de acuerdo con los si 
guientes pasos: 

l. 	 Lectura de los da tos experimentales. 

2. 	 Lectura de las caracteristicas de la aproxi 
mación : factor de geometria a , factor pesan 
te w (x) = 1.0 . polinom iO de Legen dre y n ú 
meros d e puntos de colocación ortogonal 
N =6. 
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3. 


¡; == 

4 . 

A = Matriz de la primera dertvada. 

B= D.g-! Matriz de segunda derivada. 

1w =19- Matriz , valor de la integral. 

5. 	 Calcule D so por el metodo de Davies, Swann 
y Campey. 

6 . 	 OptimiZación de los parámetros CL y Ppor el 
metodo de Rosenbrock modificado. 

7. 	 Calcule la fracción de soluto XA para cada 
posición radial y tiempo, mediante el uso 
del m étodo de integración de Euler. 

8. 	 Calcu le la fracción promedio XA(t"') 

9 . 	 Criterio de convergencia, cuando la función 
objetivo ecuación (15) sea mínima. 

Calcule las Matrices de Transformación Q. 
Q-l. e, DyJ 

2i- 2 

r 
) 

(Nt-I )x(N+I) 

2i-3 

(2i - 2) (2i - 3y; 

2i - 2 + a 

Calcule las Mabices: A. By W 

1C.g-

Discusión de Resultados 

Las ecuaciones (12 , 13 Y 14) en com bina
ción con el método de optimización de Davies, 

Swann y Campey permiten analizar la lransfe

rencia de masa intra particula en función del 

tiempo real de contacto yestimar el coeficiente de 

difusión de superficie independiente de la con

centración y temperatura, en partículas de geo
metría esférica, cilíndrica y planar respectiva
men te . 

Para seleccionar el mejor ajuste, en tre las 
geometrí s analizadas para cada s istema de ad
sorción, se debe observar cual proporciona el me 
nor valor de la función objetivo ecuación OS), es 
decir el menor valor promedio de la desviación al 
cu adrado. 

En la Tabla 1 se presentan los resultados de 
la evaluación de la capacidad del modelo de Fick 
en cuanto a la estimación del coeficiente de difu 
sión de superficie D so considerando el efecto del 
factor de geometría de partícula. 

Al comparar estos resultados con los repor
tados en la literatu ra (3. 4. 6] se puede notar que 
estos coinciden en el orden de magnitud espera

8do 10- cm2/ s para las diferentes geometrias de 
partículas. 

Para los Istemas de adsorción: Fenol - Res
inaXAD4, Benceno - Carbón activado y ~ -Naftol 

Carbón activado, la fonna de la partícu la que me
jor correlaciona los datos cineticos a 25 y 30°C Y 
diámetro promedio de partícula de 0.388 mm y 
3.41 mm, es la geometria esferlca, coincidiendo 
con lo esperado. Cabe destacar que la magnitud 
del coeficiente de difusión estimado tiene una 
aproximación véilida respecto al valor reportado. 
Mientras que para los sistemas Fenal - Carbón 
activado y orto Cloro Fenol - Carbón activado se 
encuen tra que el valor mínimo de la desviación 
promedio son de 3 .991xlO-3 y 1.01lxl0-2 res 
pectivamente, resultando que el mejor ajuste se 
logra con la geometria planar, seguida de la geo
metría cilíndrica, no coincidiendo con la literatu
ra [3 ,4] que consideran partículas esféricas, a pe
sar de que el tamaño de particula son 10/14 y 
14/20 Mesh, correspondiendo a un rango de car
bón granular (forma cilíndrica) . 

Es de destacar, sín embargo que el valor del 
coeficiente de difusión estimado para partículas 
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Tabla 1 

Resultados del coeficiente de difusión de superficie Dso y su relación 


con la geometria de la partícula 


Sistema T DsoX I08 fcm 2 / s) Estimado DsoX lOB (cm2 /s) 
(oC) Esferica (a=3) Cilindrtca (a=2) Planar (a=1) Reportado por 

Ec (12) Ec (13) Ec (14) 

Benceno-Agua Carbón Activado 16 
Ca= 89 mg/l dp = 3.41 mm 
Función objetivo Ec (l 5) 

30 20.70 
2.654x lO-3 

41 .30 
5.252xlO-3 

127.2 
13.55xlO-3 

Suzuki y 
Kawazoe 

Ben eno-Agua Carbón Activado 
Ca =95 m g/ l dp =3.41 mm 
Función objetivo Ec (15) 

30 2 1.07 
6.928xlO 3 

42.41 
9. 149x10-3 

137.1 
156.6xlO-3 

16 
[3 J 

P-Naftol - Agua Carbón Activado 
Ca=50 mg/ l dp =3 .41 mm 
Función objetivo Ec (15) 

30 1.381 
1. 550x102 

2 .727 
2,011xlO 2 

8.886 
3,089x1O 2 

0 .74 
[3J 

Fenal - Agua Carbón Activado 
Ca = 100 mg/l dp = 3.41 mm 
Función objetivo Ec (1 5) 

30 3,809 
6,825xlO 3 

7 .621 
4.543xl0·3 

22, 19 
3.991x10-3 

4 .3 
{3J 

Fenal - Agua Resina XAD4 
Ca= 28 mg/l dp =0.388 mm 
Función objetivo Ec (15) 

25 1.300 
2.383xlO 3 

2. 509 
4.495xlO 3 

7.407 
1.276xlO 2 

1.32 
Aloysius y otros 
(6J 

Fenol - Agua Resina XAD4 
Ca= 1038 mg/l dp =0,388 mm 
Función objetivo Ec (1 5) 

25 5.893 
1.851xl 0 -2 

11.51 
2,491xIO-2 

33.06 
3 .824x1O-2 

5,63 
[61 

OrloCloro fenol-Agua Carb ón Activado 
Ca = 367 mg/l dp = 1.015 mm 
Función objetivo Ec (1 5) 

110 7 .013 
1.713xlO 2 

14. 04 
1,340xI0-2 

41.32 
1.01lxl0 2 

1.7 
Sudo y otros 
[4] 

Nota: Los valores de la primera fila son del coeficien te de Difus ión y los valores de la segunda fila son 
de la función objetivo. 

esféricas tiene la mayor aproximación al valor re 
portado. 

Efecto de la geometría de la partícula 

El efedo de la geometria de la partícu la s o
bre la difusión y transferencia de masa se m ues
tran en la Tabla 1 yen las Figuras 1 y 2, en donde 
se puede notar que el mayor valor del coeficiente 
de difusión de superficie para lodos los sis temas 
estudiados se encuentra con partículas de fonna 
planar, con cluyéndose que el orden de la difusión 
en partículas es: planar (a = 1) cilíndrica (a = 2) 

esférica (a = 3) . Es interesante destacar que el 
carbón activado es más efectivo que la resina 
XAD4. 

Efecto de la concentración 

El efecto d e la concentración del adsorbato 
sobre la difusión y transferencia de masa intra
partícula se estudia para los sistemas benceno 
carbón activado y fen ol - resina XAD4. 

En la Tabla 1 s e m u estra que un cambio pe
queño en la concentración 89 mg/l a 95 mg/l de 
benceno no afecta la lran ferencia de masa, pro
porCionando un valor del coeficien te de difusión 
independiente de la concentración del adsorbato, 
mientras que para un cambio grande en la con
centración 28 mg/ l a 103 8 mg/l de fenol. se apre
cia la influencia sobre el coeficiente de difusión . 
La. Figura 3 mu estra el efecto de la concentración 
del adsorbato sobre la transferencia de m asa, 
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Figura l. Efecto de la forma de la partícula sobre el coeficiente de difusión intrapartícula. 
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Figura 3. Distribución de la transferencia de masa lnfraparticula versus tiem po de contacto en la 
resina a 25°C y dp 0 .388 mm. 
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Figura 4 . Comparación de las correlaciones de difusividad en la cinética de fenol sobre la resina XAD4. 

destacándose que el modelo implementado re
presen ta en su totalidad los datos experimenta
les a bajas concentraciones, mientras que a altas 
concen traciones el modelo ajusta los datos expe
rimen tales para tiem po menores de 20 minutos, 
alcanzándose una alta transferencia de masa al
rededor del 85%. Por esta razón el valor del coefi
ciente de difusión estimado para Co = 28 mg/l 
es más cercano al valor reportado 6 que p ara 
Co = 1038 mg/l. 

En resumen . los m odelos generalizados de 
difusión bajo control de la fase sólida sobre el 
proceso de transferencia de masa facilitan el aná
lisis e interpretación de Datos Experimentales de 
estudios cinéticos fluído-sólido. En efecto, de
pendiendo de la forma geométlica de las partícu
las podrá optarse al ajuste por optimización de 
las expresiones correspondiente en geometría 
planar, cilíndrica o esférica. Por otro lado, si las 
fu erzas pulsoras del proceso residen exclusiva 
mente en un gradiente de concentraciones entre 
la interfase y el seno de la fase sólida, entonces el 
Modelo de Flck, ecuaciones 12, 13 Y 14, se apro
xima a la mejor representación de la cin ética. SI 
unido al gradiente de con centraciones aparecen 
otros campos inductores de transferencia de 
masa, entonces los Modelos de Langmuir, Fre
u n dlich, Temkin y Gilliland podrían asociarse a 
tales mecanismos pulsores. 

Entre las implicaciones prácticas del pre
sen te trabaJo, se destaca en primer lugar el ajus
te de procesos de Adsorción o de In tercambio Ió
nlco por ensayo. experimentales por carga o 
batch, y en segundo lugar la cuantificación de la 
cinética del proceso facilita la estimación de va
riables operacionales de interés en el diseño de 
unidades de contacto de escala comercial e in
dustrial. En la Ingeniería Ambienlal por ejemplo. 
la remoción de fenol presente en cuerpos de agua 
por intermedio de carbón activado pu ede ser ra 
pidamente estudiada por estos modelos y sus di
ferentes variables, tamaño de particula , nivel de 
concentración, entre otros; igualmente el uso de 
resinas sintéticas en la separación de especies ió
rncas puede acoplarse a los modelos generaliza
dos en1a predicción de las condicion es de sa Lura
ción y ruptura de las res inas . 

En la Figura 4 se delinea la distlibución de 
la fracción adsorbida de fenol sobre resina poH
mérica XAD4 versu s número de Four1er de masa 
o tiempo ad1menstonal (t"¡, para coeficien te de di
fusión tntrapartícula expresado por las correla
ciones tipo: Langmulr ecuación (16) Y Freundlich 
ecuación (17). Las condiciones de transferencia 
de masa son XA(; ,O) =0.000 y XA (R. tO) =0 .600. 
Se observa que la correlación tipo Freundlich es 
la que representa en casi s u totalidad la cinética 
de adsorción. Mientras que la Figur a 5 muestra 
la comparación de los modelos de Fick ecuación 
(12) con difusividad con s tante y el modelo de Hel-
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