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Abstract 

Variable structure system control is a rapidly developing no-lin ear controller d esign method. It 
provides attractive features such as fast response and insensitivity to variation in plant parameters. In 
this work a new reaching law with constant plus integral rate is u sed to design a variable structure 
con troller. This controller was experimentally tested in the digital position control of a DC s ervom otor. 
The addition of integral rate to the reaching law. with the proper selection of its parameters. improves 
the tracking accuracy and the rob u s tness of the variable stIucture con troller. 

Key words: Position control. variable s tructure control. non linear con trol. 

Control de estructura variable con acción integral 
Resumen 

Los controla dores de estIuctu ra variable se h an desarrollado rápidamente para control de sistemas. 
Estos controladores presen tan cara cterísticas atractivas tales com o respuesta rapida e ins ensibilidad a 
las variacion es de los parámetros de la planta. En esta nota se presen tan resultados eA1lerimentales de 
la implementación de un controla dor de estructura variable con una nueva ley de alcance para el control 
digital de posición de un servomotor de corriente continua . Los resultados obtenidos m u estran que con 
esta ley de alcance y una adecuada selección de los parámetros. se mejora la exactitud de seguimien to 
y la robustez del controlador de estructura variable. 

Palabras clave: Control de posición. control no lineal, control de es tructura variable. 

Introducción 

Los avances en la tecnología digital y en las 
interfaces entrada/salida . hacen posible la im

plementación de controladores robustos de buen 
com portamiento, pero que son más complicados 
y / o de mayor orden, y que requieren de una 
potencia de com putación a dicional y de elevadas 
frecuencias de muestreo. 

Los conceptos de control y algoritmos antes 
estudiados 11 -3]. para sistemas mecánicos pe
queños tales como, el control de posición de 
actuadores electromecánicos. u sando simulacio
nes digitales pueden ahora probar su verdadero 
valor en experimentos de laboratorío. Uno de 
estos algorítmos que p r esenta características 
atractivas tales como, r ápida respu esta e insen
sibilidad a la variación de los parámetros de la 

planta es el llamado control de estructura varia
ble o de modo d eslizante. 

La idea matemática básica en el d esarrollo 
del control de modo des lizante, s e puede derivar 
considerando una ecu ación diferencial con tinua 
por partes (lineal o no l:ineal) con e1 Iado derecho 
discontinu o en una hipersuperficie 11 -5 ], Si las 
trayectorias d e las ecuaciones diferenciales fuera 
de esta super ficie, apuntan h acia la superficie de 
discontinuidad . se puede demostrar 11.5] que las 
trayectorias que empiezan en la superficie de 
discontinuidad pennanecen en ella (se deslizan). 
A esta superfiCie por lo tanto se le denomina 
superficie de deslizamiento. 

Una trayectoria de fase de este sistema 
consiste de dos partes, representando dos modos 
del sistema. el modo d e alcance en el cual la 
trayectoria. comenzando desde cualquier punto 
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134 Ranúrez, Bastidas y Vinante 

en el plano de fase, se mueve hacia al plano de 
conmutación (superficie de des lizamiento) lle
gando a él en u n tiempo finito. y el modo desli
zante en el cual la trayectoria tiende asintótica
mente al origen del plano de fase. Durante el 
modo deslizante la dinámica del sistema esta 
gobernada solamente por los parámetros de la 
hipersuperficie. 

Existen muchos criterios para el diseño de 
la superficie de conmu tación que garantizan un 
modo deslizante asintóticamente estable 11). Sin 
embargo se ha prestado menos a tención a la 

dinámica de la fase de alcance y h asta reciente
mente se la dejo sin especificar y sin controlar. 
interesándose solamen te en que las va riables de 
estado alcanzasen la superficie de conmutación 
en un tiempo finito. Hung y Gao [11 presentan 
varias leyes para la diruimica del modo de alcan
ce, y demuestran que pueden contribuir a mejo
rar la respuesta del sistema y reducir los proble
mas de "chattering". 

En el presente trabajo se considera u na ley 
de alcance de s egtmdo orden para el diseño de 
un controla dor de estIuctura vartable. Para sis
temas de una sola entrada y una sola salida el 
controlador obten ido. es equivalente al derivado 
por Chang [2) usan do funciones de Liapunov. 

El comportamiento del con trolador con esta 
nueva ley de alcance se estudia experimental
mente implemen tándolo digitalm ente para el 
control de posiCión de u n servomotor de corriente 
continua . Se observa que el comportamiento del 
sistema de con trol es superior al obtenido usan
do un controlador de estructura variable sin 
acción integral. 

Formulación del problema del 
control de estructura variable 

Dado el siguiente sistema de control gene
ral y posiblemente no lineal: 

x =A{x,t) + B(x,t)u +d (1) 

dimx =nydimu=m 

con el origen del pIano de fase representando el 
estado de equilibrio del sistema y d las perturba
ciones que lo afectan, el diseñ o del sistema de 
con trol de estructura variable consiste de las 

siguientes dos etapas: diseño del m odo deslizan
te y del modo de alcance. 

Diseño del modo deslizante 

Un sistema de con trol d e estructura varia 
ble está gobernado por el signo d e una función 
del vector de las variables de estado s(x) , que s e 
define como la función de conmutaCión . En ge
neral. esta función es lineal y de dimensión m 
igual a la dimensión del vector de acciones de 
control. 

s(x)=Clt (2) 

donde s(x) = (s¡{x) ...•.s.n(x)) y c=[cI .... · ·c~J. 

Por lo tanto cada componente de la funCión 

(2), 81(X) :: cT (x) = O. define una superficie de 
conmutación. Estas superficies r epres entan la 
dinámica deseada para el sistema. 

La condición n ecesaria para que u na tra
yectoria permanezca. una vez a lcanzada . sobre 
la superficie de conmutación 8(X)::0 es que se 

cumpla s(x) = O. Esta condición se u tiliza para 
encontrar un control equivalente u para el modo 
de deslizamiento. Diferenciando 8(:Z:) con respec
to al tiempo a lo largo de la trayectoria dada por 
la ecuación (1) y despejando u se obtiene. para el 
caso de u sar un m odelo aproximado del sistema 

dado por B(x,t) y Á(x,t), la siguiente ley de con
trol. 

(Os A A)-1 as 
u(x) = -~ B(x, t) ax A(x, t) (3) 

siempre y cuando la matriz inversa exista. 

Esta ley de control equivalente garantiza la 
existencia del modo deslizante en la superficie de 
conmutación y u tilizándola en la ecuación (1) 
permite obtener la dinámica del modo d eslizante. 
la ecuación (3) es una ecuaCión general tanto 
para sistemas lineales como n o lineales y de una 
o varias entradas. El análisis del m odo des lizante 
y la búsqueda de superficies de conmutación 
estables es. con pocas excepCiones. un problema 
dificil. especialmente para sistemas no lineales. 
El estudio de la estabilidad para sistemas n o 
lineales en general se efectú a usando transfor-
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135 Control de estructura variable 

m aciones de estado que llevan al sistema a una 
de las varias form as canón icas posibles. 

Diseño de la fase de alcance 

El requerimiento principal en el diseño del 
modo de alcance es que la ley de control total 
debe satisfacer la condición de alcance que ga
rantiza que la trayectoria llega a la superficie de 
conmu tación, o equivalentemen te que 8(X) alcan
zara el valor s(x)=O en un tiempo finito y desde 
cualquier posición inicial arbitraria. 

Requerimientos adicionales tales corno rá
pido alcance y b ajo "chatteringn pueden ser in

cluidos en el diseño. usando corno leyes de al
cance para la dinámica de s (x), ecuaciones dife
renciales asintóticamente estables de la forma. 

s= - Ksgn(s) - KIb(s) (4) 

don de , 

K =diag(kl ...kml. k¡ O. sgn(a) = 
[SgJ1(Sl)" .sgn(Smll, hes) =[hl..·haJ 

Distintos valores de los parámetros K y Kl 
Y de la función hes) dan corno res ultado distintas 
caracteristicas dinámicas durante la fase de al
cance. La ley de control con acción integral u sada 
en este trabajo. así como otras leyes propuestas 
en literatura. son casos particulares de la ecua 
ción (4). Todas ellas son asintóticamente estables 
y garantizan un tiempo finito de alcance cuando 
no se usan capas lúnites para la superficie de 
conmutación. La ley gen eral del con trol de es
tructura variable se puede ahora determinar 
calculando la derivada de s(x) a lo largo de la 
trayectoria del modo de alcance e igualándola a 
la ecuación (4). De este modo se obtiene. 

as ~ as ~ 
dx A(x, t )+ ax B(x, t )u(x) = - K s gn (s)- KIb(s) (5 ) 

y despejando u se tiene . 

u = -@: B(X,t>J 
1 
~Á(X, t) + K sgn(s)+ KIh(Sl]r6) 

Se puede demostrar [2 .4] que. cuando se 
usan modelos aproximados del sistema para el 
controlador. la magnitud del parámetro K repre
senta una m edida de las perturba ciones y de la 

incertidumbre del m odelo. Sup onien do qu e d i
chas incertidumbres y perturbaciones están aco
tadas por fun ciones continuas y conocidas. se 
puede estintar una cota inferior para K que 
garantice la condición de alcance. 

En sistemas reales es imposible obtener 
conmutación infinitamente rápida corno requie
ren las suposiciones hechas en el diseño del 
controlador, por lo qu e siempre ocurrirá Mchatte
rtng~ en el modo des lizante y en el estado esta
cionario. Una de la s causas del tiempo finito de 
comnutación es el retras o introducido por las 
conversiones analógica/digital. digital/analógi
ca y com putación. cuando se usan sistemas 
digitales . 

Es te problema de "cha ttering" se p u ede 
eliminar utilizando el m étodo de continu a ción 
que elimina las discontinuidades de la acción de 
control en u n entorno de la superficie de conmu
tación [6 ]. Esto se logra reemplazando sgu(s ) en 
la ecuación (6) por la función sat(s) dada por. 

Is9n(S) • si ISI>= W] 
sat(S)=l s . , I (7) 

W , SI S <w 

donde W es el ancho de la capa límite . 

Control de estructura variable 
para sistemas de una sola salida. 

una sola entrada 

Desarrollo del algoritmo de control 

Uno de los modelos m ás comúnmente usa
dos el control de sistemas no lineales d e u na sola 
entrada y u n a s ola s alida es de la forma. 

~1 = x 2 . 
x 2 = x 3 

(8) 

;en= f(x) + g(x)u + d 

Y =Xl E R 
1 es la salida del sistema. La ley d e 

control fuerza al vector de estado 

X = [Xl...Xn] =[y y ...y(D. I~ a s eguir la trayectoria 

Xci = [XciI Xd2...Xcin1 = [Yd Y...y d(n- l~. 

Definiendo el vector error com o i = x - Xci la su
perfiCie de conmu tación en fu n ción de este vector 
está dada por s(i) = ci, Cn = 1 . El estado de 
equilibrio d el sistema corresponde al origen del 
vector error. 
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Para el sistema dado por (8). y u sando u n 

m odelo a proxima do li (x), g(x)) y la ley de alcan
ce con acción integral. de la ecuación (6) se 
obtiene el siguiente algoritmo de control, 

u = g(x)-1[U + K sgn (a) + KIJo:('t)d't1 (9) 

A· ( ) - (n) n - 1
donde u =-f x - X p - y d ' Y X = I. c · x. 

P i = l :l. :l. 

Este Controlador . que incorpora la inte
gral de la función 8(X). p uede también derivarse 
usando la teoria de Liapunov con la función 

v=1I 2 sT s+l/2(fST dt)KI(fsdt) . Chang [2 ] esta

bleció una analogia entre la condición de desli

zamiento V= s T ( 5+ nJsdt) <O . Y la estabilidad 

de un sistema m asa-resorte-amortiguador don
de la integral de s(x) se puede considerar corno 
un desplazamiento equivalente. 

La dinámica de s(x ) en pres encia de pertur
baciones y el u so de modelos aproxima dos se 
puede ob tener sustituyendo la ecua ción (9) en la 

(8). Suponien do que g(x) = g(x ) =1 (sin margen 
de ganancia) se tiene. 

s = - Ksa t (;-}- laJ:('[ld1: + (f - i)+ d (10) 
o 

Por lo tanto. de la ecuación (la). se puede 
considerar a la variable s (que es una medida de 
la distancia algebraica a la sup erficie s(x)=O). 
corno la salida de un filtro estab le de s egun d o 
orden cuya d inámica depen de s olamente de los 
parámetros K . W y KI . Las entradas a es te filtro 
son las perturb aciones y los errores en el m odelo 
(incertidumbre en la dinámica). De la ecuación 
(l O) se observa que KI puede ser usada para 
limitar el ancho de b anda de la dinámica, y W 
para controlar el amortiguamiento. Esto elimina 
el comprollÚso en tre la exactitud en el segui
llÚento y el filtrado de la dinámicas indeseables 
presentes. 

Determinaci6n de los parámetros 
del controlador 

Bajo control deslizante. esto es en las pro
ximidades de 8(X) :: O. el sistema descrito por (8) 

con la ley de control dada por (9) y en au sencia 
de perturbaciones y error en el modelo se puede 
reducir a [7]. 
~1 = x2 x2= x3 

. (ll) 
n -1 n-1 x = L cix i+1 + KI L C i+1xi + KIJ c1 x1 d'tn 

~~finiendO Z1 =j;~ d 'C . Y operando algebrai

camente se obtiene 
l j =x\ 
Xl = X2 

X2 = x) (12) 

Xn="& IZ j +C2;Z1+(CI+I<é J)X2+ .... . 

+ (Cn-2+ KI )(n-l + Cn_J;Zn 
o en form.a matricial, 
X = AX ~BV 

(13) 

V =GX 

donde )(=[z, i, ....Xn f , 8=[0 o....o,f 
y G = [KIC l + Klc 3 ) .... (c _ 2 + KI) c _ l .] KIC 2 (c l n n 

Usando la técnica del r egu lador óptimo con 
el s igu iente índice cuadrático, 

I == 1J00 (iT QX + V T RV), (1 4) 
o 

donde Q y R son matrices ponderadoras. Supo
nien do que en el tiemp o t=O el sistema se en 
cuentra en modo deslizante . la matriz G de ga
nancia óptima está dada por 

G=_R-1 B T p (15) 

donde P es la solu ción de la siguiente ecuación 
de Rlcatti. 

PA + A T P _ P BR - l B T P + Q = O (16) 

Una vez determinada G se puede obtener 
KI y el vector c. 

Resultados experimentales en el 
control de posición en un motor 

de corriente continua 

Modelo lineal del servomotor 

El algoritmo de control d e estructura varia
ble con la ley de alcance propuesta fue implemen-
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Figura l. E quipo experimental u tilizado. 

tado digitalmente y aplicado al con trol de la 
posición angular de eje de un servomotor d e 
corrien te continu a . Los motores de corrien te con
tinua usados en rob ótica y otras aplicaciones 
industriales sufren frecuentemen te cambios en 
el ambiente de trabajo, tales como variaciones en 
la inercia y fricción causando variaciones en el 
tiem po de los parámetros que influyen el com
portamiento del s istema. Por lo tanto aun cuando 
el motor de corriente continua es un sistema 
relativamente simple, es un buen equipo para 
probar n uevos algoritmos de control en tiem po 
r eal con perturbaciones y cambios inducidos en 
el sistema. 

El modelo lineal aproximado para un motor 
de corrien te continua controlado por armadura 
está dad o p or el siguiente sistema de ecu aciones 
16). 

(17) 

Don de Xl es la posición angular del ej e ,X2 es la 

velocida d angular. 'tp = JR/CRIr+Kb K¡) es la 
constante de tiempo m ecánica y Kp=Kt/CRIr+Kb 
Ki) es la ganancia del proceso. Los dos últim os 
parámetros dependen de las características eléc
trícas del m otor Ki, Kb Y R y también d el mo
mento total de inercia J y la fricción reflejados en 

el eje del motor. Definiendo Xl == Xl - Xld Y 

Xl = X2 - x2d donde Xci es la trayectoria d e r eferen
cia, la superficie de conmutación es 

S(t) = x2 +clx l' La ecua ción (9), usando u n a capa 
límite de ancho W. da la siguiente ecua ción para 
el controlador de estructura variable , 

Descripción del sistema 

El motor de corriente continua con magneto 
permanente usado en este estudio es del tipo 
empleado en posicionadores y aplicaciones de ro
bótica. La velocidad del motor se mide con un 
tacogenerador y la posición del eje de m otor se 
puede medir con una unidad medidora de posición 
unida al eje de motor a través de una caja reduc
tora. El controlador de estructura variable se im

plemen tó en un computador personal 386 con 
taIjetas de conversión analÓgico-digital y digit al
analógico de 12 bits de resolución. En la Figura 1 
se muestra un esquema del arreglo experimental 
usado. El tiempo de muestreo usado en todos los 
experimentos fue de 3 m seg. Se en con tró qu e con 
esta frecuencia de muestreo. que es relativamente 
alta, la versión continua del controlador de estruc
tura variable se puede u tilizar. 

Las constantes del modelo se determinaron 
usando un método de identificación de paráme
tros basados en el con trol por relay [8 1. y la 
determinación de la ganancia última y la fre 
cuencia correspondiente para diferentes valores 
de tiempo muerto, agregado vía software. Para 
simular variaciones en el s istema se introdujeron 
cambios en el factor de fricción de Coulomb. Esto 
se hizo m ediante el cambio de la posición de u n 
freno m agnético acoplado a un dis co metálico 
mon tado en el ej e del m otor. La identificación se 
realizó para dos valores del coeficiente de fric-
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Tabla 1 


Variación de los parámetros del modelo en funCión de la posición del freno máximo 


Freno aplicado (% del total) Ganancia (grados jvolt -seg) Constante de tiempo (seg) 

50% de freno 	 62 .5 0 .1 

75% de freno 2 7 0.075 

PO J. lc IÓn( g rd Gl OS ) 

~o~~~------~----------__---------, 
4 5 

~-:-:-:;.t-~ . :,-.r..r.-"""~..-''''' 
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3 S / 
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o 
o 0.5 1 S 

Figura 2 . Respu esta del sistema a ambio 
escalón en el valor deseado 

- w= lO, --w=50, KI=40. 

ción. correspondien tes al 50% y 75% de la posi 
ción de fren o m áximo. Las variaciones de los 
parámetros del modelo con estos cambios de 
freno se muestran en la Tabla 1. Com o puede 
observarse los cambios son considerables . este 
incremento del fren o magnético aplicado , incre
menta considerablemente el factor de fricción fr 
y este incremento, como se puede observar en la 
ecuación (1 7). afecta los valores de los paráme 
tros del m odelo. 

Los parámetros e y ID fueron determinados 
resolviendo las ecuaciones (15) y (16) para las 
condicion es de 50% freno y sin capa limite [91. 
con Q =diag1105 50 0.1) Y R ::diag[O.l 0.1 0.1) . 
La matriz Q p enaliza fuertemente las desviacio 
nes de la posición de referen cia y R se eligió de 
tal m anera de evitar saturación en el controlador. 

Discusión de los resultados 

El objetivo de los experimen tos realizados 
fue estudiar el comportamiento de sistema usan
do el controlador de estructura variable con ac 
ción integral y compararlo con el controlador de 
estructura variable convencional. Este estudio se 

Salida de ccnuol (Volts) 

0 .5 	 15 

Tiempo (.:\e9) 

Figura 3. Respuesta d el con trolador a 
cambio escalón en el valor deseado 

- w= lO, -- w=50 . KI=40 . 

realizó sometien do al sistema a cambios en el 
valor deseado y en las condiciones del sistema. 

Los experimentos consistieron en introdu 
cir cambios escalón y senoidales en la trayectoria 
de referencia usando para el controlador los 
paráInetros detennina dos con la con dición de 
medio freno. 

En las Figuras 2 y 3 se muestra la respuesta 
del s istema a un cambio escalón de 45 grados en 
el valor deseado para diferentes anchos de la 
capa lilllite. El ancho de la capa tiene una con
sid erable influencia en la respuesta del controla
dor en relación al efecto de ~chattering" . En la 
mayoría de las a plicaciones reales, este paráme
tro se debe detenninar experimentalmente me
diante un compromiso entre la velocidad de res
puesta en la zona cercana a la superficie de 
conmutación y el problema de oscilación alrede
dor de la misma . 

En las Figura s 4 y 5 s e comparan las res 
pu esta s obtenidas con el controlador de estruc 
tura variable convencional y el que u sa acción 
integral para cambios senoidales en el valor de
seado. Las con diciones de los experimentos co-
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POSlC;ón (grudos) 
60r'-~----,.----,--~-~~----,.---, 

'\ / 
·20 .. / /

-.'" ,. 

·wL-~_~_~_~_L-~_~_~ 

o 0.5 1.5 2.5 3.5 

T:J01TIpo (se~) 

Figura 4. Respuesta del sistema para 
variación senoidal del valor de referencia. 

- Referencia. --KI=40, -·-KI=O 50% Freno. 
Salida de oontrtll (Votts) 

2r-~--r-~-~---"----'--~-. 

-1, 5 

0.5 1.5 2 2.5 3.5 
Tiempo (seg) 

Figura 5. Respuesta del controlador para 
variación senoidal del valor de referen cia 

--Kl=40. -·-KI=O 50% Freno. 
S(I) 

~.--~-~-~-~-~-~-~--, 

40 

30 

20 

-30 

_50L-_~_~_~_~_~_~_~----.J 

o 0 .5 1.5 2 2.5 3 3.5 
Tiempo (seg) 

Figura 6. s (t) para variación senoidal del 

valor de referencia . 50% Freno 


Acción integral, KI=40. 


rresponden a 50% de freno. La exactitud del 
seguimiento (amplitud y d esfasaje) mejora con
siderablemente con el u so d e la acción int egral. 
Figura 4; con menos oscilaciones en la s alida del 
con trolador. Figura 5. Las Figuras 6 y 7 mues
tran como varian s(t) con la s eñal de referencia. 
Idealm ente en modo deslizante sin capa límite 

8(t) debería ser igual O para t ~ o. El u s o de u na 
capa limit e además de la incertidu mbre en los 
m odelos de sistemas reales. hacen prácticamen
te imposible cumplir con esta condición exacta
mente . El uso de la acción integral reduce la 

amplitud de las varia ciones en 8(t) y p or lo tanto 
mejora la aproXima ción a las condiciones ideales 
de modo deslizant e. 

Finalmente en las Figuras 8 y 9 se muestra 
la respuesta del sis tema cu ando la condición de 
freno s e aumenta de 50% a 75%. El incremen to 
de la discrepancia entre el m odelo y el sist ema 
tiene un mayor efecto negativo en el lazo de 
con trol usando el controlador de estructura va
riable estándar. 

Conclusiones 
Una nueva ley de alcance se aplicó para el 

diseño de un con trolador de estructura variable. 
Los resu ltados experimentales obtenidos en su 
aplicación al control de posición de un servomo
tor de corrien te continua. demuestran que el u so 
de esta ley de alcance. con una adecuada selec
ción de sus parámetros. m ejora las respuestas 
de lazo de control para el sistema y su robust ez 
frente a cambios en el proceso_ 
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Sin acción integral. KI=O. 
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Posici6n (grados) 

~'---r---r---r---r---r---r---r--. 

0,5 1.5 2 2.5 3.5 

Tierrpo (se9) 

Figura 8. Respuesta del sistema para 
variación senoidal del valor d e referencia 

-  Referencia, ---Kl=40, -·-KI=O 
75% Freno. 

Nomenclatura 

A : Matriz camcteristica del sistema 

B: Matriz de las a cciones de control 

C : Vector de coeficientes de la superficie des
lizante 

K : Constante del controlador 

KI: Constante integral 

S: Superficie deslizante 

U: Vector de las a cciones d e control 

V : Función de Lyapunov 

W: Anch o de la capa límite 

X: Vector de desviación 

X : Vector de variables de estado 

d: Vector perturbación 

sgn: Función signo 

Q: Constante de la función de Lyapunov. 
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