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Abstract 

In this paper we generalize the Rice's random variable. We calculate the m -th moment, the 
distribution function , the characteristic function, the m ode and the distribution of the p roducts of Rice's 

- (a , a, v) random variables. 
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Una generalización de la distribución de Rice 
Resumen 

En este trabajo generaliZamos la variable aleatoria de Rice, calculamos: el momento de orden m. 
la función de distribu ción , fun ción caracteristica, m oda y la dis tribución que sigue el producto de 

variables aleatorias tipo Rice - (a, a, v). 

Palabras clave: Variab le aleatoria, función hipergeométrica generalizada, transformada inversa de 
Mellin. 

Introducción 

Haykin en 11 , p .295] con sidera un proceso 
aleatorio en función de la variable tiempo, el cual 
consta de una componente cosenoidal Acos (rot) 
y un ruido de banda angosta n (t) = ndt) cos(rot) Ya que: lo{x) = ~ J6" exp (xcose) de, de 

21t
-ns(t) s en(rot) . Donde ndt) es la componente de acuerdo a [2, p.376]. Donde lo es la función 
fase y n s es la componente de cuadratura. Luego asociada de Bessel d e orden cero. 
x(t) = n e ·(t) cos(rot) -ns(t) sen (rot), donde ne '(t) = A 
+ n d t). 	 1 A

Haciendo V = - R ya = entonces (2)
En este proceso aleatorio suponemos que 	 ()

queda así: 
la variable aleatoria Ne '(t) es normal (A,~) y Ns(t) 

es normal (O, ~). 

La función conjunta de densidad en coor a2+ 2Jfv(v) =v lo (av) . exp - ------;- para v ~ Odenadas polares es: 	 ( 
f (r , e) = _r_ . exp [_ r 

2 
+ A 2 - 2ArCOse ] (1) y fv(v} = O p ara v < o. (3) 

2 1t0"2 2ci 
A la variable aleatoria R se la llama variablecon O $ r y O $ e $ 27t. 

aleatoria de Rice (Vea [3 ]) y a V, variable alea t o
En consecuencia la función marginal de ria de Rice estándar, a W1que en adelante, la 

densidad para la variable aleatoria Res: 
llamaremos v.a de Rice, 

Rev. Téc. lng. Univ. Zulia. Vol. 20, No. 2, 1997 



122 Sarabia 

Esto nos sugiere, la siguiente generaliza
ción de la v.a de Rice. Así denominamos vartable 

aleatoria (a, a. v) -Rice , y la denotamos por V (a, 

a, v). a la v.a cuya fun ción de densidad es: 

H va Iv (av).exp(- a2;v2 
) para v ~ Of (a, a, v; v) = ¡

O para v < O 

(4) 

donde: a > O. a ? 1 Y v ? O; siendo Iv la función 
asociada de Bessel de orden v. 

Notemos qu e V = V (a, 1. O). 

Esta distribu ción s erá de u tilidad en aque
llos procesos aleatorios en función del tiempo 
cuyo ruido de banda angosta d é como resu ltado 

una integral que represente a va lv (av) (Vea 5 .200 
en [l,p.296)) , por ejemplo: 

(~r a H I \ 

yarvCav) =.Ji. y I J(1 -t2f ' ch(avtJit (5) 
nr (v + 2)-1 

En lo que sigue demostraremos algunas 
propiedades para V (a, a. v) y otras . específica 
mente para V, y enun ciaremos dos lemas de 
utilidad para el intercamb io del s ímbolo de serie 
con la integración impropia.. La prueba de estos 
dos lemas sigue de 5 .16.4 en [4,p .136J, 3 .478. 1 
en [5,p .342]y teorema 14.31 en (6,p .430]. 

Lemal 

1
Para E > -- , v = O ; a> O. tenemos: 

2 

j · v Ee-v'/2 1 (av)dv = 
o v 

i(~)V+2D 1 J. -yE+V+20e-v2/2dv (6) 
D~ O 2 r (v +l+n)n ! o 

Lema 2 

1
Para E>-- , v? O; a > O. tenemos: 

2 

r -V E e-v ' / 2 1 (av)dv
Jo v 

V 

(7)= a ~(~J~ (E+ 'V+l 'v+ l'~J 
21\» '-C>/2 r (v+ l) 2 ' '2 

Cálculo de H 

Usando (6) podemos calcular el valor de H 

en (4) para que f (a, a , v ; v) sea función de 
densidad. 

En efecto. debe tenerse: 

Luego, usando (61 resulta: 


e " /2 , r (v + 1) . 2 (v+l - a )12 


H =----~----~--~------------, 

(8) 
2 2" 2 

Cuando a '" 1, v =O (v.a de Rice) tenemos: 
H =l 

aV 
' r (a + v+ 1).$(a +v+ l ·v + l'~J 

Momento de orden m (m E N) 

Para h allar E (Vffi), usarem os el desarrollo 
en s erie de Iv , Y los lemas 1 y 2 . 

Teorema 1 

a+v+l
Para a > O, v ? 0, a ? 1 • m E N Y Y =----

2 
tenemos: 

2""2 T (Y+ ~} ~ (Y+ ~ ;v+ 1 ; ~J 

r (Y) 'cll(Y;V+l ;a; J 
Demostracl6n: 

Usando el lema 2 . t enemos: 

a v ' r ( m+a +Y + l ) . e -a'/2 

E (Vrn) =H . 2 . 
2 (v+'-m-a )t2r (v + 1) 

..,. ( ID+a +Y +l a
2 

)..... ' v +l '-- .2 • , 2 (9) 

Usando (8) . tenemos que: 
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m+a-L V+1 ) ( m+a+V+l a
2 

)2""·[" ·Cll 'v+ l' ( 2 2 " 2 

[" (_CL_+_; _+_1 ). Cll (_a_+_; _+_l ; v + 1 ; ~ J 
(10) 

Observaciones: 

al Cuando a = 1, v = O (v.a de Rice), tenemos: 

(11) 

Resultados coincidentes con Rice [3, pp. 
100-101 1. 

b) Las fónnulas (9) y (10) son válidas para 
m real tal que m > -3/2 . 

c) Además de las con sideraciones anterio
res, es conveniente es tudiar el comportamiento 
a sintótico de E (Vm) y f (a , a, v; vl. cuando a es 
grande. 

Así, en [7, p .292J, tenemos: 

eZl1>(a ' c: z) - r (c) za-c. cuando z --7 00; 
, r(a) 

pues a > O . (12) 

Usando (12) en (lO) resulta: 

(13) 

Resultado es te qu e confirma lo obtenido en 
(11 ). en el ca so de Rice. 

Por otra parte en [4, p .136]. tenemos: 

eX 
Iv (x) - ~. cuando x --7 • (14)00 

,,21tX 

Luego, cuando a es grande, y v s e encuentra 
en una vecindad pequeña de a . tenemos de 
acuerdo a (3 ), (8), (12) Y (14) que: 

v· v ) _ 1 (v J"-~ -(v-o)-/2,f (a a (15). " .J21t' -; .e 

Por lo tanto, cu ando a es grande, la v.a V 

(a,a.v) s e comporta como una v.a R generali

zada de parámetros a y a ("'cm - cuadrado). y si v 
se mueve en una vecindad pequeña de a, en ton
ces: 

(1 6) 

o sea V (a. a.v) se comporta como una v.a normal 
(a. 1) . 

La Función de distribución 
de V (a, (x, v) 

Hallaremos dos expresiones para la función 

de distribu ción F (a, a. v; vl. una ú til para eva
lu a ciones d e los valores de F, ya que viene en 
función de la función gama incompleta. La otra 
expresión será de u tilidad para evaluar integra
les donde intervenga F. ya que viene en tenninos 
de funciones lF2, y en ténninos de In. en el caso 
de Rice. 

Teorema 2 

a+v+l
Para a ~ 1, a > O, v ~ O y/)= , 

tenemos: 

a)F (a.a.v; v) =Hav 2(a-v-l)/2 . v 

f:jJ2 

: - Y o+n,-2 (a-'J' e-a / 2 _ '(v> O)~ r (v + O + l)n! 2 ' 

Demostración: 

a) Usando el desarrollo en serie de Iv Y 
propiedades de convergencia unifonne, tenemos: 

2 
. u

HaCIendo ú) = - y de acuerdo a 3.381 en 
2[5 ,p .317J, resu lta: 

F (a .a ,v ; v) = Hav 2 (a-v-lJ/2v 

L'Y()+n,~J [ 2 J" (1 Rl
-a' /2 2 a 

e r(v+o+l)n! 2 ' 
n=O 
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b) Si en lugar de desarrollar Iv en serie, 

desarrollamos e-u2 
/2 y usamos la posibilidad de 

intercambiar la integral con la serie, obtenernos 
lo siguiente: 

- "I2 H~ (_1)"' f ~ a.2m I ()d (Fv (a,a,v; v) =e ~~ u , au u· 19) 
m-z:O m . o 

Corno: 

2 2 

1 (-au)' . F (- ·v+I·--a u ) .1 (au)= - -- (20), r (v+ 1) 2 o l ' , 4 

De a cuerdo a la fórmula : 12.7 .5 12 en 

2 . u
[5 ,p .850] y hacIendo ro = 2 en (19), resulta: 

v 

v 

1 ( )V v+u+2rn+1S", =f u u +2rn l (aU)dU= ~ _v___ 
o 

y 
i (v+l) 2 2 

I v+a+ 2m- l 

f ro 
o 

I) 

v+a+2m+ l . V+ CX + 2ID +3 1· a 2v 2 
1 F2 , , V + , 

[ 2 2 4 J 
Reemplazando (2 1) en (19) y h a ciendo 

a+v+l
8= resulta 

2 
He-a '/2aYv 2Ó - (_v 2 / 2) rn 

Fv (a ,a,v; v) = .. ( 1)2YT1 L .2...-,(-s:----'-) 
1 V + rn;O ID. u + m 

Teorema 3 

Cuando a = 1 Y v = 0, en ton ces la función 
de dis tribución viene dada a sí: 

2 2 
a) F (a, l.O; v) = 1 - e-(a +v)/2.v 

- (a
2 

/2)" [ - (v
2 

/2)" )·L I L , ;
Q;(! n. ID=O m. 

v>O 

Demostraci6n: 

a) Usando la fórmula 8.352 . 1 en [5,p.940), 
tenernos en (18) 

2 2 
-(. ' +v'jl2 - (a / 2)" (n (v / 2)rn )

Fv (a ,l , O; v) = 1- e I -- I . 
,,=o n' m=O m! 

(23) 

b) Veamos que Si a = 1, v = O (Rice), en (1 9), 
nos queda : 

_.'/2 ~ (_l)Dl r 2m+II ( )d
Fv (a, 1,0; v) = e . 4.J - ,-m-.Io 

v 

u o au u . 
m;O m.2 (24) 

Pero ahora la integral torna la forma: 

(25) 
~ (_ 1)' m(m -1) ... (m - k + 1)·2' ·1'+1 (av) 
~ (av)hl 

Reem plazando (25) en (24) , y usando pro
piedades de series dobles tenernos: 

2 2 
Fv (a, 1, O; v) = e-(a +v )/2. L(ir ·In(av) . (26) 

n=l 

Fórmula conjeturada por Rice y W. Bermett 
en [3] . 

La función característica 

La función característica de una varia ble 
aleatoria es de gran importancia para un gran 
n úmero de problemas estadísticos. sobre todo 
aquellos relacionados con la suma de v.a inde
pendien tes , especialmente por la utilización de 
transformadas de Fourier. Por esta razón proce
demos a hallar la función característica de V (a, 
(X., v). 

Teorema 4 

La función característica de la v.a V (a,a,v) 

et. +v+1 
con a> O, a ~ 1, v ~ O Y 8 = es 

2 
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e (a, a, y; t) =Al (a, 0., y; t) + i }.2 (a, a y; t) Usando el lem a 2 y las fórmulas 3.952-7 y 
3.952-8 en [5. p.495] tenemos los resultados (27) 

donde: y (28). 

Luego de a cuerdo a (27) y (28) tenemos queHa v!2 2(a.-V-l)!2 . 1(8) 
)' 1 [a, a, y; t) = la función característica de la v.a V(a,a ,v) es 

r (v + 1) 

)'2 (a , a., y; t) = 

(27) e (a. a, y; t) =--r- ("""v-+-""'l)~-

cx+v+l CX+Y+2 cx +v+3 

2 2 2 
(29) 

3
3 Y+l, 2 v+1 

'2 

Incidentalmente (27), (28) Y (29) nos pro
veen de tres transformaciones de Fourier de 

a+A+ 1
siendo: 0= ,

2 

@c ~"e-" "2 I v (av) ; d = 
"'2 (a;y,y' ;x,y ) =L L (n~+m I , xDy rn 

D=O m=O (y)., (y k, n. m . Jr. fo :05(rv) y"e-V12 r.(ay )dv 

(segunda función conflu ente de Horn) y 

(30l 

(duodécima función hipergeométrica de Horn). 

Dem ostraci6n: 12 ~ vV ~ · 50 sen (ty )v"e- 12 Iv (av)lyComo f es función d e den sidad, 

v 2(o.-v+l )i!r (~ 1 ) 
IV .q ex -V"21 ( ) . a \u + '2 2 _," 2e(a,a,v;t)=J~e f (a,a,v;t)iv (¿j"s e v\av .t ,- ( ) te·~ 1= 

'\I1[ · r v + l 

es convergente, luego existen: 

Al (a,o.,v;t)=H 10~cos (tv )v"e-v' '2Iv (ay}Iv 

A2 (a,a.,v;t)=H fa~s (tv )v"e-v
" 

2Iv (ay)dv . 

Ya qu e: e (a , a, y; t) = Al (a , n, y; t) + i ~ (a, 

a, v; t) . 

1 (3 1) - 0'0 +-' 0 +1 , 2' 

2 2 
3

v+1 
'2 

Finalmente: 
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. - 0.1 (a, ~, v; t) + 1 A.2 (a, ~, v ; t )). (32)
1t . ~ 

Moda de V de Rice 

En lo que sigue demostraremos que 
V(a,1,0) es una variable aleatoria unlmodal, con
jeturando que igual s ituación se presenta para 
la v. a V (a,~;y) con a ~ 1, v ~ O. 

Teorema 5 

La varia ble aleatoria de Rice es unimodal. y 

a+Ja2 +4 
su moda se encuentra entre 1 y VI '" ---

2 
Demostración: 

Derivando (3) resulta: 

f 'v (v) = e -(a'+v' )/2 . e( v), 

donde 

(33) 

Así mísmo, r ecordando que: I'o(av) = al1(av), 
tenemos: 

(34) 

Observem os que: e (1 ) '" a 11 (a) > °y como: 
lo (av) > 11(av) (vea [8]) , entonces: 

e (v) < (l-~ + ay) lo (av) = '1' (v). 

Pero '1' (v) S 0 , para v ~ VI, 

don de VI ==~(l+Jl+ a~). 
Luego: e(v) < 0, 'dv ~ VI. de manera que fv!v) 

es decreciente en [vI, +00). ínclusive lim fv(v)= O. 
Y-H«> 

De lo anterior deducimos que existe, u E (l, VI) 

tal que f" (u) = O. Dem ostremos que fy(u) < 0, 
para u > O satisfaciendo: 

(1_u2
) lo (au) + au 11 (au) =O. (35) 

Usando la desigualdad (12) en [7. p .400J, 

tenemos para a >1 que fy(u) < O. y si a E(O,l]. 

también se cumple que: fy (u) < O. 

Luego en cualquier caso, s i u > °y satisface 

(35) enton ces fy(u} < O. Por lo tanto f tiene un 
solo valor u > Odonde fv toma valor máxim o, p ues 
si (35) tuviera mas de una raíz positiva. llegaria
mos a un absurdo. Por tanto V es unimodal. 

Distribución del producto de dos 
variables aleatorias 

independientes tipo V (a, 0., v) 

En Estadística es común el estudio del 
comportamiento del p roducto de dos variables 
aleatoria s independientes con la misma distribu
ción (Vea [9,p.82]). 

En es ta sección se estudiará el producto de 
dos variables índependien tes tipo V (a, a, v) y 

V{b, ~,11): con a, b > O: n, ~ ~ 1; v, 11 ~ O. 

Teorema 6 
Sean X e Y dos variables aleatorias d e Rice, 

tipo (a, IX., v) y (b, ~, 11) r espectivamente, entonces 
9 == XY es u na v.a de función de densidad: 

H K .(a'+b' )12 vb l1 (o.+~+V+'I\)12
fg (q) = _ . _e-:---c_a~......:q!..,-__ 

r (v +1)r(ll + l )2v+'I\ 

__ (a:q J(b:qJ
L L (. '1 Ka-~+v-~+n_ ro (q)'1 (
0=0 =o\v+ l )" :r¡+l;",n!rn' 2 

paraq > O 

fg (q) = O en otro caso. Donde H y K son la 
constantes dadas por (8). 

Demostración: 

De acuerdo a (9) tenemos para s e N-: 

-'h (s+ ct +v 1. a2) fl.. (S+J3 +T1 2)b' 'V ;v+ ..; - ''V ' 1'11 + 1; - . 
2 2 2 ' 2 

Desarrollando en serie las funciones <l> y 
multiplicando. tenemos: 
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(36) 

2jS+ o.+v ns+~+ r¡ )-- - 2 +n -2+m (a2 )"(b2 J" 
f.;~ (v +1}.Cr¡ +1)..ni mi ' "2"2 . 

De acuerdo a 4 .6 en [10. p .136!. podemos 
a plicar la transformada inversa de Mellin . térmi
n o a ténnino , lu ego: 

g;/{ -l [E(gS -l );q) =fg (q) = BL LT(n,m) . 
n;ü m;ü 

.!.J-S ..( u+v +2n +~\i~ +T]+2m +~) ] 
CYI{-l[( 2 -l 2 2Jl 2 2 q (37) 

donde 

H.K.e -<a'+b'Y2 avb'lq (a+/I-V-'l-4)/2 

B= (38)
r(Y + 1)r(" + 1) 

Y 

[~ J[~ r 
T(n, m) = 	 (39)(v+ l~(T] + l)", ·o!m! 

Por otra parte, tenemos de acuerdo a 5.39 
en [11, p.196): 

g4{-{(~r~U+~+2n +~}l~+~+2rn +~;qJ] = 

i J(a+V.jl~T]+2o ' 2m)l2 
(40)'l~ K (a+v+2 D-I!-t¡-2m)l2 (q) . 

Luego (37) Queda así; 

f H . K .e -<a'+b'Y2 avb'lq(a+v+/I+'l)/2 

Q(q}= 2v +'lr(Y +1)r(Tl +l ) 

2 	 n 2 ID 

a q b q 
4 4 'K eQ+v+2n+p-'1-2ID)/2 (q) (41) 

LL~~"-:--:---:----
n; O m;ü (y +1), (" + 1)" n!m! 

para q > O. 

Por otra parte, com o Fg (q) =P (X"{ $ q) =° 
si q ::; 0 , entonces: [g (q) = 0 , cuando q $ O. 
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