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Una nota sobre series de funciones
de Bessel Modificadas
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Resumen.

En esta nota se presentan series infinitas que involucran cuadrados de la funcién de Bessel
Modificada de primera clase. Usando la técnica de la funcion generadora, el calculo de la serie se reduce
a encontrar la solucion de una ecuaciéon diferencial parcial.
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Note on series of Modified Bessel Functions

Abstract.

In this note is presented infinite series involving squares of the Modified Bessel functions, Using
the generating function technique, the problem of calculating the sume of the series is reduced to that
of solving a parcial differential equation.
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1.- Introduccidn. 2.- Series Infinitas de la
Funcion de Bessel Modificada.

En algunos problemas de Fisica surgen

series infinitas que involucran funciones cilindri- La funcién de Bessel Modificada, I,(x) sa-
= a tisface las siguientes relaciones de recurrencia
cas cuadraticas [2]. como Z t"Jix) y [4].
n=-—mea
o (R
> L n(9 pn estanota se usa la técnica de la 2n
“ n+p —TI,(x)=I, ,(x)-I,.,(x)
n=—o X n
funcion generadora [1]. la cual consiste en utili- d
zar dos relaciones de recurrencia que conducen 2 5 Takxy =T, ()T, (%), T,00) =8,

a una ecuacion diferencial cuya solucién se co-
noce. Dicha técnica se aplica a otras funciones
cilindricas, tal como la funcién de Bessel Modifi-
cada de primera clase In(x) [3], y se presentan

oo

resultados para las sumas de series 2 t" 12

n=—o

Considerando
m a) Series del tipo
y Lt (.

n=0
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S (x, t)=Y t°I,(x), 0<|t] <(2o;

Multiplicando la segunda de las ecuaciones
(1) por t" y tomando la suma sobre n se obtiene
d

2-2.5,(x,£) = (e+3) 5, (x, £),

3
5,(0,8) =1 .

La solucion de (3) conduce a

S, (x, t) = exp [%‘(u%)} ‘o

que es la funcién generadora de la funcién de
Bessel Modificada de primera clase Iy(x).

La ecuacion (4) se puede utilizar para deri-
var dos reglas de suma que involucran indices
par e impar. Escribiendo

S (x, )=y [£%7 L5, (%) + €220, (X))

n=-e

8 (x, ~£)=) [t*L,,(x) -~ E3T, . 4x))

n=-=

las que al sumar o restar conducen a los
siguientes resultados

Y, EEE (%)

= n|XE+L
X cos [2

vE

X
2

n=-=

2 t nIZn*l (K) =7_Eseﬂh

{t>0)
b) Series del tipo

Sz(x,c)=)i‘ £8 IR(x) , 0 < |g| <o
e (6)

Multiplicando miembro a miembro las

ecuaciones (1) se obtiene

A 2x) = Ll - Il g
Ademas multiplicando por t*' y sumando
sobre n se obtiene
2 & I (8)
;R_CSZ (X! t) [1 tz)sz (xr t)

con 5,(0,t) =1, S,(x,1) = I,(2x)

cuya solucion es

t+1
s, (x, ) =-I°[x - ] (©)

Puede obtenerse una representaciéon inte-
gral para el resultado (9) usando

20 =2 ("1, (2xcos0)d0  (10)

Multiplicando (10) por t" , tomando suma
sobre n en ambos miembros y usando la primera
de las ecuaciones (5), resulta

/
S, (x, 6)=2("
nJo

’cosh [x € +_l cose]dg
(11)

Luego
I, |x & ¢ l]=3f"/2cosh x£* L1cos0|d8
VE | mlo VE

(12)
c) Series del tipo
S, (%, )=Y. t* I (%)
* 2; ® (13)
Usando la misma técnica que condujo a (3),

obtenemos para Si(x.t) la siguiente ecuacién di-
ferencial de primer orden no- homogénea.
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- _L - £
2%51 (x,0) = (¢ + D)5 (x, 1)
’ a (14)
[I-l(x) - _t’IO(X)]y Sl(or t):]_

cuya solucion es de la forma
- 1 X
3.(x,t) = 8 (x,¢) [1+§'(0 dvs, (v, -t)

X [I(v)

- ltIo(v)l (15)

Usando el mismo argumento que condujo
a las ecs. (5), se obtiene

xt+1f
7t

f dv cosh [xzv t,;Ell I,(v)

£+ 1
)| I, (v)
‘fc‘ }

E tL,,(x) = cosh |5

n=0

fdv cosh[ 5

(16)

=, _ XL+l

;t TaniytX) = ﬁsenh[z 7 l
"av sonn [ 23X/ £ 21

=V t+1] I,(v)
vVt

3»/_"
I_I(V) -

f dv cosh[ >

d) Series del tipo

5, (x, t) =Y £7 I3(x)

n=0

(17)

Usando la representacion integral (10), jun-

to con la primera de las ecuaciones (16) y la
ecuacién (12) resulta

£+ 1

VE

X

. ) 56
Sz(xr £ = Ic + %f:/?def:m e

1 _ ot b1
X {cosh [-Z—(ZXCOS 0-¢) \/E} I, (€)

- —senh
-

-(2 §=Epln I(E)}
X C0S 7

(18)
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