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Resumen. 

En esta nola se presentan seri s infinitas que involucran cuadrado de la función de B sse! 
Modificada de primera clase. Usando la técnica de la fundón generadora. el cálculo de la serie & reduce 
a encontrar la solución de lIDa ecuación diferencial parcial . 
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Note on series of Moclified Bessel Functions 
Abstract. 

In trus note is presented infinite series lnvolving squares oC llie Modified Bessel funcüons. Using 
Ule generatlng functiOIl technlque. lIle problem of caJculaUng Ule sume of llie series Is reduced lo llial 
of solving a parclal diJIerenüal equation. 

Key words: Bessel funetion. series. generating funcüon. recurrence. 

1.- Introducción. 2.- Series Infinitas de la 
Función de Bessel Modificada.En algunos problemas de Física sUTgen 


senes lnftnitas que involucran funciones cilindri-
 La función de Bessel Modificada. 'n(x) sa 
tisface las sIgUIentes relaciones d recurrencla 

cas cuadráticas 121. como I. t 11 Jf. (x) y 141 · 

.. l n.ln (x)L .En esta noLa se usa la técnica de la 
n+ 1ln:;::  a. 

función generadora [11. la cual conslsl en utili 

zar dos relaciones de Tecurrencia que conducen 

a una ecuación diferencial cuya solución se co

noe . Dicha técnica se aplica a otras fWlciones 

cllindricas. tal como la función de Bessel Modifi

cada de primera clase m(x) [3]. y se presentan 


resultados para las sumas de senes L t n 1 ~ (x) 
Considerando 

0=-00 

a) Series del tipo 
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• 
Sl (X, t)~L t nln (X) , o <ltl< oc 

n--· (2) 

Multiplicando la seglUlda de las ecuaciones 
(1) por tD y tomando la suma sobre n se obtiene 

(3) 

La solución de (3) conduce a 

(4) 

que es la función generadora de la función de 
Bessel Modificada de primera clase In(x). 

La ecuación (4) se puede ut1l1zar para ded
var dos reglas de suma que Involucran IndIces 
par e impar. Escribiendo 

Sl (x,t)=L [tznIzn(x) + t Z,,..l I zD +1 (X) ] 
n '-oo 

Sl (X, -t) = ¿ [t 2D I zn (X) - t2n>lIzn+l(X)] 
n--

las que al sumar o restar conducen a los 
sIguientes resultados 

n~- tn I zn(X) = cosh [; t ~1] 
(t > O) 

(5) 

- 1 . [ xt+l]L t n I Zn +:L (x) = r¡;senh 2"--¡:¡;--
n~--- V t v t 

(t> O) 

b) Series del tipo 
-

nS2(X, t )=¿ t I!(x), o < I ti < (lO 

n--- (6) 

MultiplIcando miembro a miembro las 

ecuaciones (1) se obtiene 

Además multiplicando por tt-1 y sumando 

sobre n se obtiene 

~ a~t S2 (x, t) :: (1- :2 )52(x, t l (B) 

con S 2 (O, t) = 1, S2 (x, 1) = I o (2x) 

cuya solución es 

S2 (x, t) = . Io [x t ; 11 (9) 

Puede obtenerse una representación inte
gral para el resultado (9) usando 

. 2J.JI/2 (lO)I~ (x) =- Iza (2xcos6 d6 
1t O 

MultipUcando (lO) por t n 
• tomando suma 

sobre n en ambos miembros y usando la primera 
de las ecuaciones (5), resulta 

21."' /2 [t + 1 ]52 (x, t) ="'i o cosh x--cos6 dg 
.fE {l1} 

lAlego 

Io [x~]= ~J. rr. / 2 COSh lx~cose}de
.fE 1t o .fE 

(12) 

e) Series del tipo 

81 (x, t) =¿ t n In(X) 
(13) 

Usando la misma técnica que condujo a (3). 
obtenemos para Sl(X.t) la sJguiente ecuación di
ferencial de primer orden no- homogénea. 

, n~O 
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2 :xs, (x, e) = 

cuya solución es de la forma 

x 
51 (x, t) = Sllx, tl [1+ ~ fe dvS1 (v, - t l 

(15) 

Usando el mismo argumento que condujo 
a las ees. 15), se obtiene 

~ t nI {xl =cosh lx ~l +I.J 2n • 2 .fE 
n"O 

1. r)(dv cosh (x- v ~1 L] (v)
2 Jo 2 ,fE 


1 f.1<dv cosh [x-v (~)1 Io( v) 

- 2,fE o . 2 ,fE 


(l6) 


'" n ()  1 nh(xt+l)+f;:t; t I Zn+ 1 x - ,fE se 2,fE 

~f. "dvsenh [X-XI~]
2,fE o 2,fE 

Ll (v) - .l IX dv cosh lX-V.t+l] Io(v)
2C o 2 ,fE 

d) Series del tipo 

-

52 (x, t) =L t n I~ (x) 

n- O 

(l71 

Usando la representación integral (lO).Jun

to con la primera de las ecuaciones (16) y la 
ecuación () 2) resulta 

- [ e +1] lfrTC/2d6f.2XCOsCIdE82 (X, tl = Io X~t + 
VI" 1t o e 

x {COSh [ ~ {2xcos e - El ~] I_ 1 (E) 

- J:.seab [~ (2x cos 6 - E) t+l lo (E) )
.fE 2 .fE 

(18) 
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