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Resumen 

El dIfertntegral {DI} de una función es la derivada o la Integral de orden arbitrarlo de la misma. 
Existen varias definiciones del DI de una función tales como: la de Rlemann-UouvUle. la de Grünwald, 

la de Weyl. la de Ntshimoto . elc. 

El propósito de este trabajo es el de ca1cuJar el DI de algunas funciones elementales. especiales. 
especiales generalizadas. ele. Se cree que muchos de los resultados obtenidos son nuevos. se deducen 
además varios ca.sos particulares de los mismos. 
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Differintegral of sorne special functions 
Abstract 

The dillerintegraJ (DI) of a function is the derivatlve or Integral of arb1trary order. There are several 
defirútion of Lhe DI oC a Cunctlon. such as Riemann-UouvUle·s. GrünwaJd ·s. Weyl's. Ntshimoto·s. etc. 

The purpose of trus work is lo calculate tbe DI of some functions: elemenlary. spec1al. genera.lized 
special. ele. and severa) particular cases of each ~ave been deduced. Sorne of fue results seem lo be new. 

Key words: dilferínlegral. special functions. 

l. Introducción 

El cáJcuJo fracclonal surge lniclaImenle co

mo una generalización del operador cfIJ (x) 
dx!l 

donde "q" es cualquier número real o complejo. 

En la hisloria del cálculo fraccional nos 
conseguimos con nombres . tales como: LeibniZ. 
Founer. Abe!. Lacroix. Riemann. De Morgan. 
Orünwald. Krug. Heaviside y otros. qLÚ nes se 
pueden considerar como los Iniciadores del Cál
culo fraccional y posteriormenle Gemant. Weyl. 
Kober. Erdélyl. Lave. Ross. Kalla. AJ -Bassan. 
Olelham. Spanier. Marichev. Nishimoto. Bora. 
Fox. Osler. Samko y otros. quienes han contri
buido enormemenle con su desarrollo. 

El cálculo fraccional puede ser aplicado en 
diversos problemas matemáticos. tales como: en. 
las resoluctones de ecuaciones diferenciales. in

tegrales. integro-diferenciales. además se puede 
aplicar en campos. tales como: la eleclroquimlca. 
teona de potencial. bioenergética. biología cuan
titativa. leona de difusión. etc. 

Existen diversas definiciones del DI de una 
fun 'Ión; a continuación Lndlcaremos aIgunas de 
ellas. 

1.1. Definición de Riemann-LlouvUle 
Sea f (x) una función localmente Integrable 

en el Intervalo (O.xl entonces: 
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_ 1_ J' I( (x-t ) -q- l f( t) dt¡ Re(q) <O 
r (-q) o 

dqf(x) = ~ (dQ-n{ (X) 1i Re(q)~O , 
ndx q dx n dxq

n es el menor entero tal que n > q.(6) 

1.2. Deftnlción de WeyI 

w:C1 f(xl =dqf '" 
x dx C1 

r( ~q) ¡:(t-X)-q-1 [ (t) d t; Re(q) < o 

dq -n f (x) ) 
Re (q) ~O( - ndx q 

1.3. Definición de GrÜDwald. 
El DI de orden "q" de una fundón f sobre el 

intervalo la.xllo define Grünwald de la stguJente 
maneTa (6) 

[d (x-a) ]q 

a

lim¡ [XNa r r ru q) t(X-jl xN-a j ) l
N-.. r ( -q) j;O r (j +] ) 

q arbltrarto. 

Esta definición es muy usada en calculo 
numérico debido a que no hay n ecesidad de 
efectuar integradones o dertvadones de la fun

ción f. sino. sencillamente. evaluaciones sucesi

vas de dicha fundón, sin embargo este hecho lo 
hace poco usual en problemas práctlcos y en 

funciones complIcadas. 

1.4. Definición de Mshimoto 
SI f (z) es una función analitlca que no tiene 

puntos ramales en el interior y sobre e (e = le.el. 
-+ 

e es una cUJVa integral a lo largo del corte que 

une dos punlos z Y - 00 + Um(z) y 	e es una curva 
... 

integral a lo largo del corte que une dos puntos 
z y + 00 +Um(z». 

r(v+l ) f f(~)d~ ( v E iR v ~ z - ) 
21ti C' (~ - Z)" l ' • 

donde ~t: z. - 1[ 5; arg (~-z) $It para e y O:S arg (~-z) 

:S 2n: para e . enlonces fv(v>O) es la derivada de 
+ 

orden fracclonal v . y fv(v<O) es la integral de orden 
fracdonal I v l . si fy exisle.¡5J 

En este trabajo se apUea la deftruc1ón de 
Rlemann-Uouville para calcu1ar el DI de dertas 
funciones. Inicialmente se uUUzan funciones ele
mentales y especiales. luego se usan los resulta
dos obtenidos anteriormente paca conseguir el 
DI de algunas fundones especiales generaliza
das, taJes como: la función de Exton IIJ . la inte
gral de tipo eUptica generalizada. la función ci
líndrica Incomplela. elc. 

2. DI de Ciertas Funciones 
Elementales y Especiales 

2.1 Sea f(z) = ~r>+1/2 

1 (o" ).yJl<1!? (x-y) - 0'- 1 dy
r( -q) J, 
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Haciendo x-y=u se obtiene: 

(3) 

Evaluando la integral. tenemos: 

2.3. DI de ciertas Funciones 
Especiales Generalizadas. 

.lr(p +J / 2 ) X~ + l / ?-q 2.3.1. DI de la integral de tipo elíptica
r(p +3/2 - q) , 

generalizada. 
Sea [2] 

Re(~» -3 /2; A=c te 

f.
(1) 


lt c os2a-l (8/ 2) s en 2T-2a - l (8 / 2 ) de 

o (l - k2. OS6),,-+1/ 7. 

SI en (1) se hace fl=n- l/2 se obtiene: 

o ~ k < 1 ,Re(T) > Re(u) > 0, Re(ll) > - 1/2 

dq.lx n 
.l.f(n+1) x n - q • n E Z' 

r (n +l - q ) ,d.x q 
(2) 

v2 .2. Sea ((x) =x / 
2 J v (..Jx) 

SusUtuyendo Rp por su desarrollo en serie. 
es decir: 

(1+k Z ) - .. - 1 / 2 L (k 2 / 1 +k 2 )r W ( ll,a , 1')r 

usando el desarrollo en serie de J v (..Jy) [9) Y el r O 

resultado (2.4) Tabla I (8] se obtiene: 
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donde [21 

y aplIcando el resultado (2.24a) Tabla I (81 se 
obtiene: 

~ V ) r(2r+l ) k7r-q 
f;:t¡ Wr ( Il,U,.l f(2r+ l - q) 

r+l/2 - q/ 2 , r+l-q / 2 : -e) (4) 

(4) se puede expresar en la siguiente fOTDla (81: 

d<lR,,(k,a,T) =f(T- a) f (a)k -q 

dk q f(T) f (l - q) 

F ] 'J.O [1/2 ,l ,~11/2:ex; 2k 2 -k7.1 
2 : 1 , 0 1/ 2. -q/2,1 - q/2,T¡ , 

(5) 

donde F( 1es la función de Kampé de Fertét. 

SI en (5) se sustituye l' = 2ex. utilizando la 
fórmula de dupUcadón de Gamma y la relación 
12]: 

R¡; (k, ex, 2 a) =2~-2aSI' (k, a - 1 / 2) 

donde 

o~k< l, Re(~ )-l j2 , Re (v» -J j2 

se obtiene: 

d<lS.. (k, a - 1/2) 

dk<l r(aq / 2) f(1 - q) 

F J ' , o [ 1 /2, 1 ,JP1/2:a¡ 2k7. -k21 
7.:1 , 0 1 /2-q/2,l - q/2 ,2 a i ' 

(6) 

reemplazando ¡.t = JE Z + • ex = 112 en (6) y usando 
la relación SJ (k.O) =OJ (k) donde (21: 

se tiene que: 

q1tk - p.]'l. O l l / 2,1,j+l / 2 : 1 / 2 i 2 e - k 7.]
f( l-q) 2:1 , 0 1 /2 - q/2, l -q/ 2, l;' , 

(7) 
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Hadendo q=1/2 en (7)-se obtiene la semi
derivada de OJ (k) 

y si q=-1/2 la semi-integraJ. 

De manera similar. calculando el DI de [31: 

i " C08~m e de.
/(1I(k,m) =0-- - - - 

(1 - k 2cos8 ) 11+1/ 2 I 

Osk<l, Re{!!) )-1 / 2, m E Z· 

se obtiene la expresión [8J: 

2 -2q1tK- q 
r (l - q). sF4 (1 / 4,l/2,3 / 4,j/2+1/4,j/2 +3/4; 

1/4-q! 4, 1 !2 - q ! 4 , 3 / 4 -q/ 4, l - q!4: k 4
) 

(8) 

si en (8) se hace J = O entonces 

d6 

donde ".2 = 2k2 
/ (J+k2

) (ver [3]). 

Por lo tanto: 

-Z Q dqOo (k) =d q [(.j2J.../k)k(J...)]_2 n k -q 

dk q dk Q r(l-q) 

sF4 ( 1 /4 ,1 ! 2,3/4,1!4,3 / 4¡ 

1!4-q!4,1! 2-q!4,3!4 - q!4,1-q! 4:k4 ¡ 
(9) 

por otro lado sí en (8) se hace J= 1 (31. 

("{2 
E(A) ~J o (1 - j,zsen'8 ) l/ zd e 

entonces: 

d q ( ({ZA/ k ( 1 - k 2 » E ( A) 1 _ 2 -2q1tk-q 

dk q - r( 1 - q) 

sF4 (1 / 4,1 / 2, 3/4, 3 / 4,5 ! 4i 

1! 4 -q/ 4, 1/ 2 - q/4, 3/4 - q/4, 1-q / 4: k 4 
) 

(lO) 

comparando (7) Y (8) 'Se tiene que: 

2-2q sF4 (1/4,1/2, 3 /4,11/2 +1/4, ~/2 +3/4 ¡ 

1 /4 - q/4, 1 /2 - q/4,3/4 - q/4, 1 -q/4:k 4 
) = 

p3: 1 , O [1 /2, 1 ,11+1/2:1/2i2k2 kZ]
2tl , O 1/2 - q/ 2 , l-q/2: 1 i ,

(11) 

2 .3 .2. El DI de la función cUindrlca 

generalizada o función 

cilíndrica incompleta. 


Sea {4} 
. 2x' r" zJ . (w , x) =---x; lo cos ( x cos6) sen , 6 d 6; 

Re(v 1/2»0, 

~ = 2' r(v+l/2) r( 1!2) 
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dqJ (w,x) 1 fX 
v - J(wy)(x-y)-l ' Q dy
:1x q r (-q) o VI. 

usando el desarrollo en serie de Jv(w,x). se 
obtiene 

(2m) !rl2m+v+l-q)
'v nr-O 

(12) 

'91 en (12) se hace W=1t/2. y se aplica la fórmuJa 
d e duplicación de la fundón Gamma se obtiene 

df:JJ, (7t/2, xl = 

dx q 

x-q " (-l )m r(v 2m+1l (x/2) zm" 
~ r(m+1)f(v+m+l)r(v+2m-q+l) 

resultado que coincide con el DI de la fundón 
de Bessel J y (x). como era de esperarse. ya que 
J y(/t/2.x) = J v (x) (4). 

St en vez de usar el desarrollo en serie de 
la fundón Jy(w.x). se uUliza la relación (4J: 

( .¡ x) =J (x) - 2x' cosw sen 1V - 1 w=
v' v Ay Z 

Pablo Valera 

donde 

=2(a,p,T,x,y)"" 

es un caso espectaJ de la función hJpergeométrica 
de Gauss de dos variables [81; entonces el DI de 

orden uq" de Jv(w,x) es 18J: 

dqJy(w,[X) dqJv(.[XJ 2 2v-l 
----- = --cosw sen 'ti 

dx q dx Cl Av 
x V/ 2-Q/ 2r (v/2 +1) 

r(v/z +l-q) 

- l)m>n(1/2 v) m(1)m( V/2+1)1l cot 211lw 

(v/2+1-q) a (3/2) m+n ~! n! 

(13) 

observese que si en (13) se sUBtltuye W"=1t/2 se 
obtiene: 

(l4) 

si se utiliza la de6n1ción de Jy{w.xl directamente 
en vez de su desarrollo en serie y hadendo las 
operaciones pertinentes y las sustituciones 
adecuadas (BI el DI de orden q" de Jv(w.x) que 
se obllene es: 

x·-'l r ( v + 1) 

2A., f(v+l-qj 
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(15) 

si en (l5J se sustituye w=n/2 y usando la 
definición de la función Beta se obtiene el 
resultado (14) 

2.4. El Diferencial de ciertas 
funciones especiales que vienen 
expresadas en forma de 
transformaciones integrales 

2.4.1. 

- ~ 	 a -1L ( )d X v ex ~ r(a ) x" >11 -1 
dx 11 - r(a+p) 

2F7. (v t-~, ai l, p~a: -ex); (l6) 

Re (a), Re (11 ) > O 

2.4.2. 

~ a -~e -cxL (ex) = r(1- -a) x ... JI 1 
xX v r(l-a) 
7F~ (v +1 • ] -p -a; 1, 1-a: -ex) + 

cH'-"r(l-l~p) r(2 a +v - 1 
r(v+l) r(-a p) 

JFl (1-p,a-l+p,2-a.+V-Pi - a - p: exi i 

(17) 

[Re(e). Re(J3) > O; Re(a+f}-v) < 2; 'v'v* 0.1,2.... ' 

2.4.3 . 

d- JI x/:I-1 (x+ t) 1I- 1p : ( t/x) 

dx -~ 

2 ¡i - 1f'(a/ 2 )f'( - IJ / 2 ) 
r(p)r(l - ~)r[p+(a - J.l) / 2T 

Ji'(l- +v _~ fLIl / 2; 
3- 2 2 ' 2' P r 

a- IJ )1- 11 / Pt - 2-: 1 (18) 

Re(a , Re(2~-Jl»O ] 

ver 17.81 para resultados similares. 
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