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Resumen 

El Cálculo F'mccional surge de la idea de generalJ.za.r la derivada n-ésima de una función dnr/dx:n , 

es decir que n fuese un nÚJJ1eTO arbitrarlo. esto es, una diferenciación e Integración de orden arbitrario. 
Existen varias aplicaciones del Cálculo F'mcc1onal entre las cuales tenemos las soluciones de ecuaciones 
dlfeTenciales. IntegTales. integro-diferenciales. etc. Una de las aplicaciones mas importantes es poder 
expresar las funciones especiales de fislca - matemática. como diJertntegrales de funciones elemenlales 
para luego poder deduclr varias propiedades de éstas funciones mediante estas representaciones. En 
este trabajo. primeramente representaremos la función hipergeométrica de Gauss y la función 
hipergeométrica confluente como dlferintegrales .de funciones elementales algebraicas. Luego se derivan 
algunas fórmulas de recurrencia de estas funciones. cuyo método se puede extender a otras funciones 
especiales. Se mencionan casos particulares que Incluyen funcionps asociadas de Legendre y Laguerre. 

Palabras claves: Funciones especiales. cálculo fraccional 

Sorne properties of special functions using 
fractional calculus 

Abstract 

The Fractional Calculus stems from the idea of genera.lizing the n-th derlvative of a runction 
dOf/dxn

. lo an arbltrary order v. One ofthe important appUcaUon is to expTess the special functions oC 
malhemaUcaJ - physics as differlnlegrals oC elementaxy functions. and from them one can deduce several 
proplerties of these functions . In thls work. Jirst we will represent Ule Gauss' hipergeometric fun Iion 
and the conOuent hipergeometrlc funcUon as dUIerlnteg.-a1s oC elementary functions. Then we will deduce 
severa! recurrence formulas of these functions. Th.is melhod can be used Cor olbers special functlons. 
We mentlon particular cases which tnclude assoclale Legendre and Laguerre functlons. 

Key words: Special functions. fractional calculus 

cualquier número racional. irracional o comple 1.- Introducción 
Jo? 

El Cálculo Fracc.ional se origina como res
Durante las últimas cuatro décadas ha te

puesta a la siguiente pregunta: ¿Cómo generali
rudo significación el Interés de grandes mat.emá

zar el signtftcado de la derivada n-ésima de una 
ticos en el Cálculo Fraccional. debido a la senci

función d''f/rlx''. conocido para el caso de n 
llez y elegancia con que se pueden abordar y

entero. al caso generalizado. es decir. para n 
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solucionarmuchos problemas. tanto de matemá

ticas como de otras ramas cientificas. 

Una integral fracciona! es una generaliza

ción inmediata del concepto elemental de inte

gración múltiple. Se han escrtlo muchos trabajos 

sobre el Cálculo Fracciona! y sus aplicaciones. 

dentro de los cuaJes se han definido operadores 
de diferinlegración fracciona!. 

Daremos. en lo que sigUe. algunas defini 
dones de dichos operadores. entre las cuales 
podemos mencionar: 

1) Definición de Riemann - LiouvilJe. 

Una de las definiciones más usadas de una 
lntegrnJ de orden fracclonal es a través de una 
Iransfonnada lntegral. Uamada el operador de 
Riemann- UOllville de integración fraccional [1 J. 
la cual viena dada por: 

aRx" (f(x) I 

r(~ ) Ia'( (x-t }" -'f ( t}dt, Re(a) > O (1.1) 

donde flx) es una. función localment integrable 
sobre (a.x). 

Si Re(a) ~ O. la InlegrnJ en general dlverge. 
pero utilizando la continuación analilica pode
mos encontrar una expresión convergenle la cual 
nos define la derivada fraccional. 

ü) Definición de Weyl [21. 

r.1 -~ { f(x)1 - _ l_ f"(t_x)fI 1 f(t ) dt 
x Hoo r (11) x 

(1.2) 

Re (11) > O 

UI) Definición de K. Nishlmoto [31. 

Si flz) es una función analiUca qu no tiene 
puntos de ramificación en el interior y sobre e = 
{f.CI. donde ~ (Flg. 1) es \U1a curva Integral a lo 
largo del corte que \U1e dos p\U1tos z y - 00 + Im(z). 
y C (Fig. 2) es una curva tntegral a lo largo del 
corte que une dos puntos z y 00 + lm(z) . enlon es: 

r (v+l ) f f(t)dt 
21ti c(t - Z)V'l 

V E R E Z- (1.3) 

donde t *z. - !t ~ arg (t-z) ~ !t para f 
y O ~ arg (t - z) ~ 2lt para -º 

SI v > O tenemos la derivada fraccionaJ de 

orden v y sI v < O lenemos la integral fracciona! 

de orden I v l. si cfv(z) existe. 

-oo+iIm(z) 

e 

00 + i 1m (z )~ 
e 
+ 

Iv) Definicl6n de M. Salgo [4). 


¡".P . ., tf (x)} - x a IIJx(X-C)" - l 

x r (a) o 


"F (tlt(}, - T\;a: l - tlx) f(t) dt 

1 

Re (a) > O 
( 1.4) 

1 f- ,, -1 t " P
J;. II ' " {f(x)} -= r(a) x (t - x l 

2 F¡(a +!3. - T\;a:l - x/ t ) f(t) d t 

Re(a) > O ( 1.5) 

Existen además. otros operadores de inte 
gración fracdonal. entre los cuales cabe destacar 
los operadores de Erdélyi-Kober. Sneddon y el 
detlnldo por S . L . Kalla entre otros. 
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Las integrales fraccionarias involucran ar
bitrariamente las fimclones H y G consideradas 

por Parashar (5). Kalla [61. 17). 18). Snvastava y 

Bushman 19]. etc. La función G mf-~n es usada 

como núcleo por McBrlde (2). Dimovski y Kirya

kova 110). Kiryakova Ill) y [121. Samko. KUbas y 
Martchev (13). 

En un trabajo presentado por S. L. KaUa y 
V. Kiryakova (14). se consideran subclases de los 

operadores de integración fraccional. las cuales 

involucran a la función H de Fox H ~~y a su vez 
se demuestra que son composiciones onmuta
tivas de m operadores de Erdélyl-Kober. 

Los operadores de integración fraccional 
Juegan un papel muy importante en ]a leoria de 
ciertos tipos de ecuaciones. Un uso sistemático 
de estos operadores facilita la comprensión de la 
esbuctura básica de ualquler me.lodo de solu
ción de ecuaciones diferenciales. integrales. in 
tegro-diferenciales. etc. y permite apreciar más 
fácilmente las conexiones existentes entre los 
diversos métodos. 

Actualmente existen diversos trabajos 105 

cuales destacan lo referente a la resolución de 
ecuaciones diferenciales. utilizando el Cálculo 
Fraccional . dichos trabajos son los realizados 
por: K NlshImolo (3) . M. A. Al Bassam 115\. L. M. 
Campos [J 61 Y J . A. Guerra [1 7J entre otros. 

Tenemos otra aplicación muy interesante 
dentro de este campo. la cual se basa en poder 
expresar ciertas funciones especiales de fislca 
matemática como diJertnlegrales de funciones 
e1emenlaJes y determinar ciertas propiedades 
básicas mediante estas representaciones. 

2.- Representación Gráfica de la 
Función Hipergeométrica de 
Gauss como un Diferintegral 

Se considera a continuación una de las 
funciones más importantes de Ilaica - matemáU
ca. llamada Función Hipergeometrica de Gauss 
1181. la cual definiremos como una suma de 
series de la siguiente forma: 

.,¡F1(a,/l;c;z)='t""' - (a)k (b)k k
(:;;o (e) k k! z Iz I < 1 (2.1) 

donde _ _ r(d+k)
(a)o -l , (a ) k r{a) 

a. b. c. son parámetros y z la variable. Además 
su representación integral (18) viene dada por : 

2 Fl (a, b; e : z) = 

r(e) flta -10 - t lC-a-l 
----=---'----dt (2.2)r(a¡r(e-a) o (l-zt )b 

donde' 
Re(c) > Re(a) > O larg(l-Z) I 

Se considera ahora el dlfertntegral de la 
función za-l(l_zrb• de orden (a-c) (191. esto es: 

d a e _ _ [Z4 1 ( 1.-Z) -bl = 
Cdz 4 



r (a) C;- - 1 (b (2.3)
r(c) Z 2F l a, ¡ C ; z) 

de laJ manera que: 

_2Fl(a,b;c:z) = 

(2 .4) 

por lo cual. hemos obtenido la función 2Ft 
(a.b:c:z) en terminos del diferintegral de la 
función t'-l(l_z)"b . 

Mediante la expresión (2.4) es posible hallar 
algunas propiedades ó fórmulas que expondre
mos a continuación . 

Si derivamos 2F)(a.b:c:z) se obtiene: 

(2.5) 
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Sustituyendo c-l", rf(C) y multiplicando 
(c-l) 

por z ambos miembros de la expresión anterior: 

z-.!i ].F, (a, b¡ c: z ) = 
dz 

d l1 e-(l-c) 	r(c) Zl __ (ZI1- 1 (l-z) -b]

ría) dz l1 - C 


r( 1 ) d l1 - le-U 
_Z1 - !C-1) c- [ZI1-1 (l-Z) - bJ 

r(a) dzlJ - (e 1 ) 

(2.6) 

Usando (2.4) en esta expresión: 


d
dz ZF¡(a,b;c:z) = 

ZFl (a,b¡ c: z) - ~Fl (a,b¡ c - 1 : Z)]z 

(2.7) 

Por otro lado: 

d 
dz ZFl (a, b¡ c: z):: 

a.b 	 F ( (2.8)c- 2 1 a+J,b+l¡c+l:z) 

y de esta manera, se concluye: 

a . b 	 F (
-- 2 1 a+l,b+l¡c+l:Z) = c 

(2.9) 

Por último mendonaremos otra propiedad 
la cual viene dada por la expresión: 

lF1 (a+l,b¡c : z)- 2Fl( a,b;c:z)= 

z.b 2Fl(a+l,b+ l ¡C+l:z) 
c 

(2.10) 

3.- Representaci6n de la Función 
ffipergeométrlca Confluente 

como un Diferintegral. 
Además de la fundón hJpergeométrlca de 

Gauss 2Fl(a,b;c:z). existe otra fundón muy im
portante dentro de la teorla de funciones espe
dales (18). definidas por: 

'" (a)le zle Iz\ <<» 
lF,(a¡c : z) = L..J (c)kk!

k=O 
.c * O, - 1 , - 2 , .... 

(3.1) 

conocida como la fundón Wpergeométrica con
fluente. Con Z lDlR variable compleja. a y e 
parámetros reales ó complejos. 

la fundón lFl(a;c:z) tiene una repre
sentadón Integral simple. la cual Juega un rol 
importante en la teona y apUcadones de las 
fundones hipergeométricas cooJluentes. 

Consideramos sólo las representaCiones 
básicas en tem:únos de integrales evaluadas a 10 
largo de un intervalo del eje real. 

la representaCión integral de la función 
lFl(a:c:z) (l8) es dada por la fórmula: 

r(c) fl__t _lI_-'__ eztdt (3.2)
r(a)r(c-a) Jo (l - t ) ,,-e >l 

Podemos usar la representadón integral 
(3.2) para deducir una relación muy importante 
para lFl(a:c:z). de manera que si hacemos el 
cambio de variable t = 1 - s en (3.2) se tiene: 
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lFl (a¡ e : z) = 

r(c)e?' [le -zBsc-IH (l - S),,-lds 
f(a)f(c-a) Jo 

(3.3) 

]0 cual implica 

1Fl (a¡ e: z) =e z ,F, (e-a; e: - z) 

Re (e) > Re (e - a) > O 

llamada Fórmula de Kummer. 

Por otro lado sabemos que: 

(3.4) 

de donde: 

r (e) _ da-e (za-l e". 
l F1(B¡e:z) = -r( ) z ' c-=-_-=-_ _ 

. a dza -c: (3.6) 

lo que significa que hemos expresado a la función 
hipergeoméb1ca confluente lFl(a;c:z) en 
ténn.tnos del difertntegral de la función z"-l e Z 

• 

En forma similar a la usada en la sección 
antertor y utilizando la expresión (3.6), se obtie
ne: 

lFl (a+1 ; e +1 : z) = 

e(l - c) 
az 

(3.8) 
~ lF

1 
(B+1;C+l:Z) 

C 

4.- Casos Especiales. 

Un caso particular de la función hipergeo
métrica de Gauss es el relacionado conla función 
asociada de Legendre de orden ~ y grado v (181. 

En la expresión anterior tenemos a La fun

ción Pe(z) en funcjón del diferlntegral del factor 

(:?-l)Y, de ]a cual se hallan ciertas relaciones o 

propiedades muy importantes. 

Si derivamos (4.1), obtenemos: 

~ d" +v (z?' _l) '+~ d"'V (Z/. - 1) v1[ z2 - 1 dzl'<· dz dz"·· 

(4.2) 

Usando (4.1.) en (4.2): 

(4.3) 

De manera stmilar a la empleada anterior
mente se obtiene también la relacIón: 

Es importante hacer notar que la función 

p ~(zl se puede expresar de otra manera distinta 
a (4.1): 

(4.5) 
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es decir tenemos a p e(z) en ténninos de una 

función hipergeométrica de Gauss [19]. 

Usando (2.4): 

l-z
F ( v+ l -v'l - II' --) = 

2 1 "r-' 2 

(4.6) 

Reemplazando (4.6) en (4.5), se detennIna: 

Con esta nueva expresión. se demuestra en 
forma similar la relación (4.3), Y la fórmula dada 
por: 

(4.8) 

La función asociada de !.aguerre L ~(z) es 
considerada también como otro caso muy espe
cial de estas funciones hiopergeomébicas. 

Si hallamos el difertntegral de la función 
7f+v.e-z de orden v [19] , se tiene: 

d"lz~+'e-7.} -zl' r(~+v+1) 
dz' - r (11+ 1 ) 

(4.9) 

Por otro lado L e(z) se puede expresar así: 
(l8) 

(4.10) 

Sustituyendo (4. lO} en (4.9). obtenemos la 
función asociada de Laguerre en términos del 
diferintegral de una funcIón elemental. esto es: 

Si derivamos (4.11) Y multiplicamos por z 
toda la expresión. se tiene: 

zd{L:(Z)]=(Z _ ) z -~e7 dV(z~·ve-7.) 

dz Il r ( v+1) dz v 


Usando (4.11) en (4.12) se concluye: 

d {L: (z))
z -

dz 
(4.13) 
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