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Resumen 

El lema de similaridad a contracciones ha sido estudiado por muchos aulores (Nagy. Lebow. Rola . 
Halmos. Foias y otros) y el problema de decidir si lodo operador polinomialmente a olado es similru- a 
una conlracción ha reslsUdo el esfuerzo de estos notables matemáticos por mas de dos décadas. 

Damos aqlú una nueva demostración del teor ma de caracteri7.ación de opf'radores similares a 
contracciont's dada por Paulsen. uUlizando la caracleri7.a ión dada por Holbrook para laJes op radores. 
También tncluímos una breve üls('Usión sobre los resuJlados obtenidos por olros autores sobre el lema 
en cuesUón. 

Palabras claves: Contracción. similaridad . completamente acolado 

On similarity to contractions 

Abstract 

lhe sludy ofoperators stmilars lo contracUons has been ('arried out for many authors (NaR)'. Lebow. 
Rola. Halmos. Foias and olhers). and the prohlem to decide whelher a polynooúalJy bounded op ralor 
is similar lo a contracUon h s resisled fue efforls of fuese notable malhemalical for more lhan lwo 
decades. 

We give here a new proof of lhe haraclerizallon lheorem of Paulsen for operalors similar lo 
contracbons usíng Ule charadertuiUon givt'n by Holbrook ror such operators. Also we rncJude a brief 
ruscussion oI lhe results obtalned by olher auUlors on lhis problem. 

Key words: Conlractlon. símilarlly. completely bounded . 

La evolución de los res lItados obtenidos alIntroducción 
tralar de caracteriZar los operadores similares a 

Sean H.K espacios de Hilberl. separables contracciones es la sigui nle. 
sobre los complejos y L(H.K) eJ rugebra de lodos 

Sz-Nagy probó n 181 que un operador
los operadores acotados de H n K. EL (H) y Se L 

TE UH) es similar a un operador unitario . si y sólo
(K) son imJlares si existe un operador AE L ( H. 

si. exisle loo lal que 1 1 Tn lis k para todo n E
K) invertlble tal que T = A·lSA. 

Z. 
El problema de caraclerízar a lodos los 

SI T cumple la condición liT" lIS k para
operadores similares a una clase particular de 

todo nE N y algún k>o. se dice que T es acotado
operadores ha sido esLudiado ampliamente por 

por potencias. El mismo Sz-Nagy (9] prueba que
Sz-Nagy. C. FoJas. J. Holbrook. V. Paulsen. enLTe 

si T es acotado por potencias y compaclo. enton
oLTos. 

ces T es similar a una ontracción y conjeluró 
que la condición de ser acolado por polencias 
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para T era suficiente para que T fuera similar a 

una contracción. Esto fue respondido de manera 
negativa por S.R. Foguel en 121 quien mos tró la 
existencia de un operador acotado por potencias 
'que no es similar a una contracción. 

Utilizando la desigualdad de von-Neumann 
(11/ se prueba que todo operador similar a una 

contracción es polinomialmente acotado. A. Le

bow (51 analizando el contraejemplo de FogueJ, 
prueba que dicho operador no es polinomialmen
te acotado. 

Glan-Carlo Rota, [7J. prueba que si el radio 
espectral de un operador T E L (H) es menor que 
uno. entonces T es simJlar a una ontracción. 

Sz-Nagy y C. Foias introducen en [101 los 
operadores de la clase C p y prueban que dichos 
operadores son similares a contracciones. 

En [31 P.R. Halmos pregunta si todo opera
dor polinomialmente acotado es similar a una 
contracción, hasta hoy no se ha respondido afii
mativa ó negativamente di ha pregunta. Aun 
cuando existen respuestas parciales a ella las 
dadas por J. Holbrook en 141 y V . Paulsen en [6}. 

En el presente trabajo damos una nueva 
demoslración del siguiente teorema de Paulsen 
16, Corollary 3,5} que responde parcialmente la 
pregunta. de Halmos. En nuestra demostración 
utilizamos los teoremas 2 .4 y 2 .8 de Paulsen 161 
y el teorema 1 de Holbrook 141. cuando PauJsen 
16J emplea dichos teoremas 2 .4 y 2.8 conJunta
mente con el teorema 3.1 de 161 y la desigualdad 
de von Neumann rl11 para deducir este resulta
do. Aunque el trabajo de Paulsen 161 es muy 
general, en esle caso particular podemos probar 
el resultado más directo utilizando el resultado 
de Holbrook 141 en v z de los argumentos de 
Paulsen (6). donde resultados de Sarason sobre 
subespacios semi invariantes se usan en la prue
ba de su teorema 3.1 . 

TEOREMA 1. (PAULSEN [6)) Un operador 
TE L(H) es similar a una contracción si y sólo si 
T es completamente poUnomialmente acotado . 

Preliminares: A continuación introduci
mos las defuúciones y resultados previos nece
sarios para dar nuestra demostración. 

DEFINICIÓN 1 . Sean A y B álgebras C', 
diremos que Ji: A~B es un ··homomorfismo, si 
1t es un homomorfismo de álgebras y además: 

1t(a'}=( 1t (a))', para todo a A Si Ay B son unilales 

exigimos también que 7t(IAl=IB. 

El siguiente lema es bien conocido. 

LEMA 2, Sean Ay B álgebras C· unilaJes y 
1t:A~B un ' -homomorfismo. enlonces 11ft II ~.I. 

, . 
DEFINICION 2. Sea A un álgebra e , una 

representación de A en H donde H es un espacio 
de HJlbert. es un ' -homomorfismo de álgebras 
7t:A~L{H) . 

Dada un álgebra C· A. denotaremos por 
Mn(A) al álgebra C· d todas las matrices mm 

cuyas entradas son elementos de A. 

Sean Ay BálgebrasC' y S!;;A un subespaclo 
de A y sea IP:A ~ B una aplicación lineal acotada . 
Definimos la sucesión q>n: Mn(S) -... M n (B), tal que 
si AEMn{S), enlon es IPn(A) es la aplicación de IP 
entrada por entrada. Entonces IP se dice 
completamente positivo. si IPn es positivo para 
todo n (Aqüi positivo significa que si eO. 
entonces IP (a)~ O ) . Diremos que <¡> es 
com.pletamente contractivo, si I I IPn l 15 1 para 
todo n. Por último. diremos que IP es 
completamente acotado, si 

sup {11q>n11 / nENI < oo. 

en este caso definimos la siguiente norma para 

IP· 

I I<p 1 1 eb :: sup! I IIP I In / nE NI 

TEOREMA 3. (16, THEOREM 2.4J) Sea A 
un álgebra C· unJtal, sea S~ un subespacio, y 
L:S -... L{H) una aplicación lineal completamente 
acotada. Enlonces existe una aplicación lineal 
completamente acotada L':A -... .L{H) que extiende 
a L, con I I L'I I eb= I I L I I cb. 

TEOREMA 4. (16, THEOREM 2.8)) Sea A 
un álgebra C· unilal y L:A -... L (H) una aplicación 
lineal completamente a otada lal que. 
I 1 L I I cb=k. Entonces existe un espacio de Hilbert 
M. un '"·homomorfismo n:A -... L{M), un operador 
invertible S: M -... M Y una isomelria V:H -... M, tal 
que 
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L (a)=V· S-lJt{a)SV. 

para todo 8EA. 

TEOREMA 5. (14. THEOREM 1)) SI TE L(H). 

entonces T es simIlar a una contracdón si y sólo 
sj, existen un espacio de Hilbert K Y operadores 
AEL(K,H), BEL(H.K). CEL{K) con e contracdón y 

00 

Sea M un subconJtmlo compacto de los 
Complejos. R(M) denotara el conjunto de ras 
funciones racionaJes con polos fuera de M. y 

definimos para fE R(M) la siguiente norma 

I I fI 1.. = supll flz) I / ZE MI. 

Recordemos que si TE L(H) Yo(T)cM. enton 
ces M se llama k-espectraJ para T. si existe k> 
O tal que 

I I flT) 11$ k 1 1 fI 1.. 'v' fE R(M) 

en esle caso dlremos que T es un operador 
k-espectral. Cuando k=1. M se Uama un 
conjunto espectral para T y T un operador 
espectral. SI el disco unitario cerrado D es lID 

conjunto k-espectral para T. entonces decimos 
que T es polinomialment e acotado. 
Recordemos que esto es equivalente a decir que 

I 1 p(T) 1'9t' Ipi' oo'. 

para todo polinomio p. pues los polinomios son 
densos en R(D) . 

DEFINICiÓN 3. Sea TE L{HJ Y sea M~C. 
compacto. Entonces diremos que M es comple 
tamente k-espectral para T si 

I I (fY (T))' I $ k 1 1 (fy) , 1..· 

para lada (fyJEMn(R(M)) y para todo nE N. En esle 
caso diremos que T es un operador 

completamente k-espectraJ. Para el caso k= 1. 

diremos que M es un conjunto completamente 
espectral y que T es un operador 
completamente espectral, Si el disco D es un 
conjunto completamente k-espectral para T 

decimos que T es completamente 
poUnomialroenle acotado. 

DEFINICiÓN 4. Una subálgebra B de C(M} 
se dice de Dirich1et si B+B es denso en qM), 
donde la barra denota al conjugado complejo. 

Resultados: Procedamos ahora con la de
mostracJón del teorema 1. 

DEMOSTRACIÓN (TEOREMA 1) 

Supongamos gue T es simllar a una contracción 
CE L(K). enlonces ex1ste AE L(H.K) invertible tal 
que AT"A-1=cn . para todo nE N. 

Definamos: L:R(D) -+L{K). por 

L(O=f(C)· 

Por (111 se tiene que 

1 I L(O' 1=1 1f'{C) I 15 I 'fI 1..,· 

y por tanto L es contractivo. Como R{D) es un 

álgebra de DiIichIet. por el teorema 3.6.1 de 111 
que asegura que toda aplicación contracUva 
sobre un álgebra de DiJichIet es completamente 
contractiva. tenemos que L es completamente 
contractivo. 

Asi. para toda (fy)E Mn(R(D)) se llene 

11 (flJ (1')) 11 = 1I (flJ (K leA)) I , 
= I '(A-1®I,J(fIJ(C)J(A®I,J1 I 
= I '(A-1®ln)L(fyJ(A®lnl' 1 

$ I I A-JII 11 Al I l' (rIJ) I I ~ 

por tanto T es complelamente polinomialmente 
acotado. 

Redprocamente. si T es completamente po
linomialmente acotado. la aplicación 

L:R(D) -+L (H) . 


definida por L(()=flT). es completamenle acolada. 

Luego por eJ teorema 3. L se extiende a una 

aplicación L' deflnlda del álgebra c' e (D) a L(H) 

con I I L'I I cb= I , L I I eh _ Por el teorema 4 .. existe 
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tul espacio de Hilbert K. tul operador invertible 
S en L{K). una isometria VEUH.K} y tUl 

*-homomorfismo It:C(D) ~ L(K). tal que 

L(1) =V' S-l n (O SV 

como 1t es un *-homomorfismo, por el lema 2 se 

tiene que 1tlz) es una contracción en UK}. 
digamos 1t(z)=C, luego 7t{t')=CD

• 

Así. 
T"=L(z"}=L(z"}=v's-JIt(zOlsv=v's-IC"SV 

para todo nE N. 

Tomando A::V'S-l y B=SV. se tiene 

I 1 ACo B -'f" 1 12 < 00 

Luego. por el teorema 5. T es similar a una 
contracción. 

Conclusiones 
Ahora con el teorema de Paulsen la pre

gunta de Halmos es equivalente a la siguiente 
¿Es cada operador poUnomiaJmeote acotado ne
cesariamenle completamente pol1nomialmenle 
acotado? hasta la fecha no se conoce su solu
ción. 

También esta sh, solución el siguiente pro
blema que parece tener mucha relación con el 
anterior. y su enunciado es como sigue: si T es 
un operador acotado por potencias cUgamos 
1 11'" I I < k con Jo. l . es cierto gue para todo r con 
1<r<k existe un operador S tal que T es slmilar 
aSy IISnll<r. 

Por Ultimo no quisiera dejar de mencionar 
que en la demostración que damos del teorema 
de Paulsen sólo usamos un caso particular del 
leorema de Holbrook. por tanto pensamos que la 

condición de ser el operador completamente 
polinomialmente acotado puede ser debilitada de 
aJguna manera y lodavia seguir obteniendo la 
similaridad a contracciones. 
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