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UN ESilJDIO SOBRE LAS FUNCIONES CILINDRICAS INCOMPLGTAS 

todas de orden v definidas según su representación 
integral de tipo Poisson 151. asl: 

En este t rabajo s e  obtienen desarrollos en serie de 
las funciones Cilfndricas Incompletas E;(w.z). J"(w.2) y 

E~(W,Z)  - v sen t d t  .... 
H (w,z) expresándoles en tCrminos de ciertas funciones ! (1) 

especiales, como la función HipergeomCtrica de Gauss 
F(a.b;c;z), la  función HipergeomCtrica confluente 
E,(a,b;c;x.y) 6 como un caso particular de la función J, (w.2) ~ ~ C O S  (Z cos t )  senZv t d t  .... (2) . . 
HipergeomCtrica Kampé de FCriet. Ademds s e  presentan v ' o  

fórmulas de recurrencia. las cuales establecen 
relaciones entre las funciones Cilfndricas Incompletas 

2 zv de Orden v, v+l, v-1 y su primera derivada con respecto Hv(w.z) = - Av [ * n ( ~ - t ) i e n ~ ~  t d t  .... 
a z. Por último, se  demuestran algunas propiedades que (3) 

cumplen estas funciones como: periodicidad. simetría. 
etc. Tales propiedades son muy importantes para la 
tabulación de estas funciones ya que reducen el campo de Válidas para todo valor complejo de z, y para valons 
valores de los parámetros v. w. z. Se mencionan algunos 1 
casos particulares. de v tales que Re(v+ ) > O 

donde A = 2v r ( v  + ) ni) 
2 2 

This paper deals with the series expansions of the 

Incornplete Cylindrical functions ~;(w.z) .  JVíw,z) and 

Hv(w.z) in terms of Gauss' hypergeometric function and 

confluent hypergeornetric function of two variables. 
Further. some recurrence relations for  ICF are obtained. 
expressing the relationship between functions of order 
u, v + 1 and u-l. Some other simple properties a re  
established. which may be useful to  reduce the parameter 
range fo r  their tabulation. 

Las FCI son las soluciones de la ecuación 
diferencial de Bessel no hornogenea y ellas pueden 
definirse de diferentes maneras al considerarse la 
representación integral de forma Poisson. forma Bessel 6 
forma Sonine-Schlaefli. En este trabajo se  consideran 
las FCI ~: íw,z) .  la función de Bessel incompleta (FBI) 

J (w,z) y la función de Struve incompleta (FSI) Hv(w,z), 

Nótese que : 

Para w = . (2) y (3) s e  reducen a la  funclón de k s e l  
y Struve respectivamente. 

San muchos los investigadores que recientemente ie 

han abocado al estudio de estas  funciones, entre ellos 
podemos citar: Yu. V. Vaisleib I91 quien obtuvo 
expansiones asintóticas uniformes para FCI de tipo 
Poisson E;(w.z) y H (w,z). B.G. Korenev 171 determina 

las soluciones particulares de la  ecuación de Bessel no 

hornogenea V u = zYT' z (pzv) donde z es una función 
P P 

cilfndrica y V es  el operador diferencial de Fkssel. 
P 

Muestra que cuando Z (mv)  = kJ (pzV) una solución 
Ii Ii 

particular e s  E:(w,z) con B = cos w. Leda GaluC 141 

obtiene operadores de integración fracciona1 cuyo n~icleo 
es la  función de Bessel Incompleta Jv(w,z). Deriva 

además algunas propiedades de los mismos. Shyam, Kalla y 
Bader Al-Saqabi 161 presentan desarrollos en serie de la 
FBI en términos de la  función Hipergeometrica de Gauss 
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~(a;b;c;x) y de otras funciones especiales. Obtuvieron 
tarnbiCn las transformadas de Laplace. Mellin. Hankel y 
Meyer de la FüI. algunas nlaciones de recurrencia y la 
funci6n estd tabulada para algunos valores especfficos 
de los parámetros. 

En este trabajo presentarnos algunos resultados de 
las FCI definidas según (1). (2) y (3): 

- Obtenemos desarrollos en serie en tbrminos de la 
funci6n HipergeomCtrica de Sauss F(a.b;c;x). 
expresándoles de varias meneras por la aplicación de 
algunas f6rmulas de transformacián de F(a.b;c;x). 

-Derivarnos relaciones de recurrencia que relacionan las 
FCI d e  orden v. u+l yv-1 con sus prlmera derivada con 
respecto a la variable z. 

- Demostramos propiedades de periodlcldad con respecto a 
w y slmetrfa con respecto a w y z. 

2. DESARROLLOS EN SERIE 

la funci6n Beta incompleta 111 

entonces 

(8) 
Por (4), ( 5 )  y (6) tenemos que: 

Considerando las series y por (8): 

01 Jv(w.z) = 
(-1)'" zZrn c0szm - t 

Y m 
m=o v 2 V . I  z sen w 1 1 1 F(i -m,v+ -;u+ 2; sen2 

(u+ :) A m = o  2 2 W)m 
m 2 v 

z2m*l CosZm+l .... (10) 

sen(z cos t )  = 1 
(2m+l ! 

m=O 

H (w,z) = 
y sustituyendo la primera en (2) y la segunda en (3) 
obtenemos que: 

m 

m 
(-1)"' Zzm* '  m 

v 2v*1 
HV(w.z) = 5 C Czm+l,v(W) ( 2 m + l ~ l  .... (6) z sen w 1 3 2 im zm 

Av m=o 1 F(&,V 2 + -;u+ 2 -; 2 sen w) - m! 
( U +  $1 m=O 

donde A = 2v T(v+ '1 r('), Re(v+ '1 > O 
2 2 2 .... (12) 

validas si Re(v + 1) > O 
2 

Haciendo w = 2 en (10). (11) y (12), sustituyendo 

A y considerando que (81 

(7) obtenemos que [3,81 
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m*l - g 1 COS w B(*,I) 
V m=O 

2 

E+(!! , z)  = J (2) + i HV(z) todas validas s i  Re(v + S) > 0.  
v 2 

Aplicando l a  transformación 18, pág. 247 (9.5.11) 
al segundo tCrmino de (14) y (151 respectivamente y 
sustituyendo el desarrollo en serie de la función 
Hipergeometrica de Gauss en cada caso tenemos que: 

Haciendo uso de transformaciones lineales de la 
funci6n HipergeornCtrica de Gauss, obtenemos diferentes 
formas de desarrollos en serie de las FCI de tipo 2zv zv-i 
Poisson. J íw.2) = J (2) - A sen w cos w x 

v 

Por ejemplo usando en (10) y (11) los siguientes 1 3 2 2 
resultados 181 E (- -v,l; -; -cotg2 w; -' 'OS 2 2 2 l . . . .  

F0:1;2 z cos  W 

1:1;0 

b) F(b,c;d;z) = (l-z)-' F(d-b;c;d; 5 ) 2 2 
válidas s i  Re(v+ S) > 0 . (cotg2 w( c 1, 1 m 4 Ic1 

c)  ~ ( b , c ; d ; z )  = ( I - Z ) ~ - ~ - ~  F(d-b.d-c;~;z) ... (13) 
m ( b I m ( c l m  xmyn 

donde E2(b.c;d;x,y) - 1 m! es la 
m.n-0 (d)m+n 

obtenemos respectivamente que: 

m 

funclón HipergeomCtrica confluente de dos variables [lo] 
Y 

1 2 (-1)"' Z2m+1 
B(m+ 1.1) F(- -v,m+l;m + 2; cos w) (2m+l ) !  .... 2 

(15) es la función de KampC de FCrlet [lo]. 

Sustituyendo (14) y (15) en (4): 

Aplicando (13) a (10) y (11) respectivamente y 
considerando la definición de la serie KampC de FCriet. 
obtenemos que: 

- 37 - 
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J,,(w.z) - zv senZV+l w cos  w 
(v* f Av 

1 vdlidas si Re(w z) > O 

Si en (151, sustltulmos el desarrollo m serie de 
la funci6n HlpergeomCtrlca de Gauss y usamos la serle 
Kampé de FCriet. obtenemos: 

z2v-l - zv Hv-I(~.z) - - &m(z cos w) senw-' w cos w 
Av 

.... (23) 

Por (4) y sustltuymdo (22) y (23) 

z2v-1 
= zv E* (w.z) - - e a  r -w-I 

u-1 W C O S W  

AV 

.... (24) 

válidas para Re(w i) > O 

d [ z - ~  J,,(w,z)] 

-Y 
-Z J v + l ( ~ , z )  - 2 sen(z cos  w) sen2"*' r .... 

Av* 1 
(251 

[ z' H~(W,Z)] 

-z-v H~,,(W.Z) + 2 cos(z cos  W)  en^"'^ r .... (26) 
Av* 1 

Por (4) y sustltuyendo (25) y (26): 

-Y 21 elzco .w 2V*l 
Re(w i) > O - -z E;+~(W.Z) + .... (n) sen w 

Av+l  

Algunos resultados establecidos aquf están en 12,61. Se 
cree que los resultados (61, (11). (15). (18). (191, validas Re(v + S) > O 
(20) y (21) son nuevos. detalles de los mismos en 151. 

~es&rollando los lados izquierdos (221, (23). (241, 
(2.5). (26) y (27)  obtenemos; respectivamente: 

3. RELACIONES DE RECURRENCIA 
.JL(w,z) + i Jv(w.z) - J v - l ( ~ . z )  

Considerando (1) y (2) podemos obtener que: -2 zv-l =- A cos(z cos w) sen2"-1 w cos w .... (2.8) 
v 

HL(w.z) + p Hv(w,z) - H (w,z) 
Y-1 

z2Y-1 cos(z cos w) senZv-l w cos w = zY J v - I ( ~ , z )  - - -2 zv-l 
Av =- seníz cos w) senZV-l w cos w .... 

AV 
(29) 

.... (22) 
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6 E*(w,z) + E*(w.z) - E;-l(w.z) 
dz v z v 

-2 zV-l O. w 2v-1 
9- sm w c o s w  .... (30) 

Av 

ZVIl  
-2 zV sen(z  cos w) .sen w .... (31) 

Av* 1 

E*(w.zi - E E;(w.z) + E:,,(W,Z) - 
21 ZV elz com w ZV+l sen w .... (33) 

Av*l 

Sumando mlembro a miembro (28) y (31); (29) y (32); 
(30) y (33) respectivamente: 

2 cos(z cos W) SenZV-l w cos w 
AV 

Restando miembro a ml&bro (281 y (31); (29) y 
(32); (30) y (33) respectivamente: 

zV-l cos(z wJs w) smW-' w cos w 
Av 

Sen(z cos W) senW-l w cos w 
Av 

+ -  'Y COS~Z cos W) Sen2vt1 w .... (38) 
AV*l 

2v-1 2i ~ ~ s e n ~ ~ + ~ w + ~ s e n  w c o s w l e  lz co. r [ 5;; Av 

2 zv ZV+l + - sen(z cos w) sen ... . (34) Algunos resultados establecidos aqui están en 

AV* 1 
i2.61. 

Se cree que los resultados (23). (241, (26). (27). 
(29) y (32) son nuevos, detalles de los mismos en 151. 

H (w.2) - 2 H:(w,z) - HV+,(w.z) 
Y-1 3. PROPIEDADES ADICIONALES 

ZV+l - 2 CCO(Z tos w) sen w De (1) y (2) se deduce que: 

%+I  J,,(w.-z) = e1lw J ~ ( W , Z )  .... 
ZV-1 

+ $-' sen(z tos WI sen w (S) 
H (w,-z) = elm(v+l' H,,(w.z) .... v 

- 39 - 
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por (4)  y'sustituyendo (40) y (41) 

E+(w,-z) = elv" E;(w,z) 

s i  v es  un entero n, 

J (w.-z) = (-lIn J (w,z) 

H (w.-Z) = (-1)"'' H,(w,z) 

en especial s i  n = O 

Por (4 )  y sustituyendo (49) y (50) 

(44) J (w+2nn,z) = Jv(w.z) + 2n Jv(n,z) , v E Z, w real 

. . . . (52) 

(45) 
Hv(w+2nn.z) = Hv(w,zI + 2n Hv(r.z) . v E l. w real 

.... (53) 

~ * ( w + 2 n n . z )  = E'(w,z) + 2n ~ i ( n , z )  . v E Z. w real 

(46) .... (54) 

Los resultados !40). (43), y (46). están en 161. 
(47) Los resultados (4L), (421, (44), (451, (47-54) se  

creen nuevos. Ver detalles en 151. 

(48) 
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