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ABSTRACT 

R
n

Let G : ___ > R be of cInes e 2 snd eatisfy 
'le (O) ; Q. Sufficient cond it ions for the existence 
of multiple per i od i c s olucions of che ' second arder 
diIerential system X" ( t) + I7G (X(t» = °are give.n. 

RESUMEN 

e2Sea e : Rn _ _ R de c la se y satisface 
'lG(Q)= O. Se dan condiciones suficientes para l a 
E!ltistencia de condiciones periódicas múltipl es del 
siatema diferencial de segundo ord en X"(t) + 
I7G(x ( t » = O. 

1. INTRODUCCION 

Este trabato está m6tivado por los resultados 
presentados en 1] y [2] . En estas publicaciones, 
Shair Ahmsd y el autor, i nves t igamos la existencia 
de so luciones periódicas. c on periodo fij o 211 . de 
un sistema au t ónomo de segu ndo orden d e ecuaciones 
diferenciales de la f orma : 

X"(e) + g(X(t » = O • [1] 

donde g O 

Para desc r ibir los resultados de [2]. se in
troducen algunas notaciones : Si C es una ma t r iz 
real nxn y Al . A2. A!, ...• A son lo s distintos 
vslores propios de C. I:on A >m O psra k - 1.2. ••••• 
m. entonces, consideremo s al ent el:O no negativo ,\k 
tal que lk2<\< ('k + 1) 2y definamos el índice, 
i(C). de una matriz como 

m 
E (tk+l) multiplicidad (A )

k 
i(e) = { k~l 

0, si C no tiene valores propios positi
vos 

-

UNA ECUACION DIFERENCIAL NO LINEAL 
DE SEGUNDO ORDEN 

Supongamos qu e g es de c l ase C1 y que existe 
una ma t riz J3 ta l que 

Ig(x) - Bxl / Ixl -> O. conforme 1,,1-> + 00 

Sea A ; Dg(O) la matriz jacobiana de g 
da en cero. Lo s resul tados de [2J demuestran 
sl ni A ni B tienen val ores propios de la 
ro 2 

, ro - 0 .1.2, ... . Y g(,x) ~ O. x ¡1O, y si 
i [B] es un entero impar entonces existe una 
cion par no c onstante. 211 - periodlca de 1). 

evalua 
que 

forma 
i~Al 

solu

El propósi t o de ese... trabajo es dar algunas 
condiciones que garanticen la exitencia de más de 
una solución 2~ - periódica no constante d e (1) . 

11. ALGUNOS RESULTADOS PRELIMINARES 

Consideremos l a ecuación diferencial de segun
do or d en 

X "(t) + I7G(lC(t» o. (2) 

donde G : RO --- -> R es de clase C2 • 

Sea H el espacio real de Rilbert de t odas las 
funciones u : R- -> Rn ta que u es 2~ - periódi
ca. las componentes de u son absolutamente continuas. 
u(-t) ~ u (t) y l as componentes d e u' ~ du/dt perte
necena t 2 [0 , 2nJ, con producto interiol:. «.,. :». 
dado por 

J
2lf 

«u , v> {<u(t ) .v(t» + <u '(t),v'(t»}dt, (3) 

° 
donde <•• . > es el producto interior usual en Rny l . I 
la norma inducida por este. 

Investigaremos 1s existencia d e soluciones 2~ 
- periódicas no constantes de (2) que son pares.Da
da u./SH, u es solución de (2) si y sólo ai 
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De aqu! obs ervamos que l os punt o s c ritico s de f 
coinciden con l as so l uc i ones d e (2) . Luego , inves o J211 

[<u ' ,'1" > - <Ile cu) ,'I'>l dt , (4) 
t igar el número de sol uciones de ( 2) es equivalen-

O te a investigar el número d e puntos c rít i cos de f. 

para toda '1' ~ H. En efec t o , por a r gument os clásicos De (3) y (7 ) se s igue que : 
e2del cálou l o d e variaciones, si u € H entonc es u ~ 

y es una so lución d e (2 ) si y só l o si 
«Vf( u ) ,v» « ( I-F) u,v», (8 ) 

J
2lT donde F H ---> H está definido eltplLc itamente 

O O[<u I ,v' > - <VG(u) ,v>] dt, ( 5) por : 

2"TT 

« Pu ,v » ~ :VG (u ( t» + u ( t), v ( t) > d t , (9) 
para t odas l a s funciones absolutamen t e cont!nuas 2 lT f 
peri ód i cas 11: R---? RI" c on /v' / E. L 2 [O, 2T1] (ver por 
ejemplo , [4,p . 154J ). Cada v pu ede escr ibirse de 
maneril única en la f o rma v = 'V + 4>, do nde 1jJ ... H Y 4> v v~ H. Como la inmer s ión de H en el con j u n t o de toes impar . Obviament e, u ~ H impl ica que 

das la s f unc i on es 211-per iódicas d e R en Rn • con la 
norma // . / / '" - max (/ u( t ) / : t , [O, 2T1] les compac
t a (ver (4 , p .p .1 5 5-156]) , entonce s F es cont inua y 
compac ta .

O - <ve(u), 4» dt,r~<u',4>' > 
O Si u, v y w están en H, entonces 

pues t o qu e el in t egrando es una función 2T1 - perió
dic a impar. Por l o tanto , ( 5) s e v erifica para Ca 
da v d e l a cla s e antes mencionada si y sól'o si (4) Vf (u + xv ) , w»ld: « x=o 
se verifica para cada Ip " H. Es t o nes dice qUe so
luciones d éb iles de (2) co inc iden con s ol u ci o n es 
suaves d ( 2) . r2 

"TT 
(10)J{<v ' , w'>- <D 2C(u)v,w>} dt,Def i namo s l a funcio nal f H --> R como 

O 

2lT 

f(u) {l. /u ' / 2 - G(u(t») } dt ( 6) 22 r "TTf f" (u) (v) (w) J{<v' , w' >- <D2 G(u) v ,w>}d t , (ll)
O 

O 

La c ond ic ion e(.c 2 implica que f "e2 
• Además, sl 

v, H 

d
f' ( u)(v) Hu + xv)

dx x o «F '(u)(w) ,v» 

r211 


<VG(u) , v >}dt.
J«u ' ,v' >  r21T 

O f" ( O) (v ) (v) j {<v ' ,w'>- <D 2 G(0)v,w>}d t,(13) 

O 

Por lo tanto, 


j
211 


« Ilf{ u ) ,v» f' (u) (v) {<U' ,v'>-<vC(u) ,v>}dt. 
 «F' ( O) (101) ,v» > dt. (14)J:~DZG( O) + I) W,v 

O (7 ) 
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111. PROPIEDADES ESPECTRAlES DE UN CIERTO Como w es una solución de una ecuación d iferenc i al 
OPERADOR LINEAL COMPACTO lin eal con coefic i ent es con s tantes, w tiene deriva

das de todos lo s ór denes : 

Para invest iga r los puntos críticos de f, los Recípr ocam nt e, si O, en-

cua l e s correspo nden a so luc i ones pares 2~ - periód i  tone es 

cas de (2) , inves tigar emos a l gunas propiedad es es 

pectra les del operador l inea l definido implícita 

mente (por el teorema de r epresentación de Riesz) co 
 w,v > 0 , 
mo sigue : 

palea t odo v en H. I ntegr" "do desde O ha s t a 211 se 
t u 'ne qu e par a toda v G. H 

<<Mu,v» (15) 

211 

par t oda v,H y t oda u EC H, donde C es una ma tr iz ~ {<Aw" ,v> + <Cw,v> + «l-A)~nW,\I» O.dt rea l de or den nxn , l a compacidad de M se deduce de 
la desigua ld ad 11 Mul l < k Il u l !.,., dond e k es una 
constant e, lI ul l"" = maxflu( t) I : t ~rO , 2 ~]J yl l·11 

O 

es l a norma H inducid a por ei produ to i nterio r 
« . , .», y del hecho de qu e l a inmersión de H en el Int egrando por partes en la primera i nt egral tene
espac io de la s f unciones co nt inuas ¡ 2 ~ -periód i cas , mos que 
con valores en Rn con l a no rma 11. 1"" es compact a 
(ver [4 ,p .p. 155 -1 561 ) . Observ e que F' (O) tiene 
esa f o rma . 

Los lemas siguientes se establ i eron en [2] 	
2 T1 

O <:\w' ,v'> O en una f orma má s genera l . Inclu imos sus demo stra 	 J ~~W"V ' >dt +
]

ciones por cuestiones de complet itud. O 

LEMA 3.1. Sean M y C como en (1 5). Sea A I O un nú

mero rea l . Entonces existe w~E , w I O t al qu e 2~ 


+ f {<Cw ,v> + «1-1,)1 w v>) d t. 
(M 	 - Al)w = O 

n ' 

O 

Por la periodicidad de w y v tenemos que
sl y sólo sl W t iene deriv adas de todos los orde 
nes y 2T1 

<~W ',VI> o y en consecuencia, 

O(AD 2 + C + 1 ) w o, 
n 

donde n2v = dv /d t . Aquí 1 es l a identidad sobre 
Rn e 1 e la f den t idad soRre H. 	 «C + ( l-A) In) w, v >} dt O.J~!.w' ,v' > 

O 
y es to es equiva len te a CM - Al )w = O. Esto de-

DEMOSTRACION. Si ( M - Al) w o entonces para toda muestra el l ema . 
v en H tenemo s 

LEMA 3 . 2. Sean M y C como en (15) y A ~ O un numero 
211 real. En tonces A es un va l or propio de M si y sólo 

si 1. - (1+¡.t) / ( 1+m 2) , donde ¡.t es un valor propio de 
O J:',.' ,v ' >- < (e + (H"n)" v »" . 	 C y m ~ O es un entero. En pa r ticular, I-M : H--->H 

es una biyeceión si Y2sólo si C no tiene va lores 
prop i os de la fo rma ro·, donde ID ~ O es un entero. 

Po r los mismos resultados de l cálculo vaTiac i ona1 DEMOS TRAC I ON. Supongamos que A es un va lor propio 
ya menc i onados , se s igu e qu e w.:;. Y de M. Ent one es exist e una fune 1ón w~H. w-;, O t al queC2 

(M - Al) w = o. 

Por el l ema a nt rior se t iene qu e w tiene derivadaa o !'w" + Cw + (l-AH w de todo s lo s órdenes y quen 
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Av'(e) - Aw(t) + (e + 1 )w(t) ; o (16
n 

Como "',"H, se sigue dé la definición de R que pod e
mos escribir 

w(t) (17) 

donde a E. Rn ya" O para algún m>O. Como la se
rie pu~e ser deri~ada término a teñ;ino cualquier 
número de veces, se deduce de (t6) y (1 7) que 

ex> 

E{(e + 1 )a _),(m 2 + l)am}cos(mt) O,
m"'O n m 

para todo t. Por l o tanto, 

para todo m>O. Como a 10 para algún m~O ) t enem o s 
que ),CmZ+l )- es un val~r propio de C + Tn. Ahora 
bien. como los valores propios de e + In ao n de la 
forma )J + 1 , dond e j.l es un valor propio de e, se 
sigue que 

Recíprocamente si ), ; (j.l+l)J(m 2+1), donde ~ es un 
valor propio de C y m>O es un entero, n to n c es 
existe un vector a 'l'O-en t al queRn 

m 

(C + I)a = A(m 2 +l)a • 	 (18) 
n m m 

Definamos la funciOn w(t) = a cos(mt). (1 8) :Implica 
que la función w satisface lamecuación (16) y en 
consecuencia A es un valor propio de M. 

La segunda parte del l ema es una c onsecuencia 
de la teoría de Reisz-Schauder de operadores de 
Fredholm. En efecto, como I-M : H--> H es inyecti 
va si y sólo ai C no tiene valores propios d e l a 
forma m\ m = 0,1,2, ... , se deduce que l -M es una 
biyección si y sólo si la misma co ndición se veri 
fica. 

Ahora enunciaremos u n resultado de Amanu [3 • 
en el cual se basa la demostración de l os resulta
dos principales de este trabajo. 

TEOREMA DE AMANN . Sea· f : H-- > R UIlB funcional con 
fc;,C1(R,R) y supo n ga quellf=I - F, donde 
p €,e(H,H) es compacto. Supongamos que f(x)-> +"' , 
conforme Ixl--- > +"'. Además, supongamos que Xl es 
un punto crítico de f, el cual no es un mtn~ó glo
bal. Si P es diferenctable en 11 1 Y 1 no es un valor 
propio de la derivada. entonces f tiene 'al menos 
tres puntos críticos. 

-

IV. APLICACIONES A PROBLEMAS NO LINEALES 

En esta sección estableceremos l os resul t ados 
principa es relacionado s con la ecuaciÓn (2). 

TEOREMA 4 . 1. Consideremos la ecuación diferencial 
dada por 2). Si Be satisfacen las siguientes eon
die iones : 

( i) D2C(O) no tien e valores propios de na forma 
ro 2 

• m-O.l.2, •••• y tiene al menos un valor prú 
pio positivo; 

(ti) IlC(O) O, VC(x)+O para todo 1110 ; 

(11i) 	C(x) < - t alxl 2+S para todo x en RO donde a 
y S soil números reales posit i vos. 

Entonces, existen al menos do s soluciones pares 2rr 
- periód i cas, no constantes, de (2 ) . 

DEMOSTRAe ION. Veamos que l as hipótesis del Teorema 
de Amann se verifican. Por ]os resultados prelimi

1nares tenemos que f es de clase e y VF ~ 1-1', don

de F es un operador completamente conttnuo, es de

cir P es compacto y conttnuo . Demostremos que f(x) 

--> +« ,conforme Ix 1--->«>. 

En efecto, 


211 

2Hu) r{t lu' (t) 1 - C(u(t») dt 

O 

,rrt 1"' ,,) 1', ~I",,) I' -a)", p<><"U) 

o 

21T 

2~ r{t lu'(t) 1 
2+ t a lu(e) 1 }dt - 21TS 

O 

> 6 I Iul1 2 
- 21TS, donde6 =min {t . t a} 

En consecuencia f(x ) -> + 00, conforme Il x ll -->co. 

La condición IlC(O)sO implica que O es un pun
to crtti~o de f. El cual no es un mínimo global, 
porque D G(O) tiene al menos un valor propio posi
tivo. En efecto, sea A un valor propio positivo de 
D C(O} y v un vector prop io asociado a A. Entonces 
la función constsnte v(t)=v está en R, v(t);O y 

" 
.:.-V 

Rev. Tec. lng., Univ. Zu1ia, Vol. lO, No. 2, 1987 



í211 Como 
f"(O)(v)(v) ~ - < D'G(O)v,v >dt = -211Allv I1 2<0. 

1 

O 2" <!lx,x>
1 f:"',x> " 

y esto nos dic e que en O no hay un !nimo global. 

se sigue que 
Por t ra parte F es diferenciable en pO y 


1 


G(x) - t <Bx,x> = jtVC(tx)-B(tX) ,x> dt .
«F' (O) w.v> 

O 

Dado E>O, escoj amos R>O, suficientemente grande de Por 	el lema 2 se deduce que 1 no es un valor propio 
manera que Ix L~R implique que 	 •de F' (O). Por lo tanto se satisfacen las bi~ótesis 

del teorema de Amann. En tonces f tiene al . menos 
t res puntos cr!t icos. La condición VG(x)~O. si X/O 

Ivo(x) - Bx l/l x l<Eimplica que por l o menos dos puntos cr l ticos no son 
funciones constan t es y en cons ecuencia existen a l 
menos dos soluciones pares. 211- periódicas no cons

Por 	lo tanto,tantes de (2). Eato demues t ra el teorema. 

IVO (x) - Bx l<Elx l,
TEOREMA 4 . 2 . Cons deremos la e uac1ón dads por (2). 
Si se satisfacen las siguientes condiciones : 

8il x l~R. Sea M(R) = max { I VG(x)-Bxl: l x l~lÚ . Entonces 

(i) 	0 20 (0) no tiene val ores propios de la forma ro 2 , 
m-0 . l ,2, . .. • y t i ene al menos un valor prop io IVG(x)-Bx l<E lxl + M(R), 

posit ivo; 
para t odo x '- RO. De aqut que 

(ii) VG( O) - O, VG(x)~O, si x+O y G(O) - O; 

(1ii) Ex i ste una matriz 8(M (R) tal que 
nxn	 1 

lo (x) -t <Bx,x>l ~~<VG(tX) -B(tX),x> 1 dt 
lim{ IVG(x) -Bx l/l x l} O, 


Ix 1_ _ ><><> 


1 

y todos los valores propios de B so n negat i 
vos. ~!:VG(tX)-B(tx) I lx l dt 


En tonces exis ten a l ~enos dos soluciones pares 2n 
1periódicas , no constantes de (2). 

2~J~(. I tx 1+ M(R) } Ixldt - ~ I x 1 + K(R) Ix l . 

DEMOSTRAC I ON. Primer o demostrar emo s que l as condi 
ciones (11) y (i:11) implican que 

En consecuencia : 

lim{ IG(x) - t <Bx,x>l/ lx I2 
} = O (19) 


Ixl - - >oo 2
IG(x) - t <Bx,x> l / lx I ~ tE + M(R)/Ix l 

En efecto, C(O) - O impl ica que 
Como M(R)/ Ix 1- > O, conforme 1x 1--'> 00, entonces se 

1 tiene que 

O(x)- J<VG(tX),X>d t . 
l im IG(x) - t <Bx ,x>l/lx j2: O. 

O 	 Ix 1->00 
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Esto prueba la afirmación . 2G(x)~ t a l x l + a( t) + t <Bx,x> 

Veamo s que la c ondición de que l os valores 
propios de B son negativos y (1 9) im p lican que 
ex ist en cons tantes po s itivas a y 8 t al es que 

para ·todo x <!-R
n

. En efec to, c omo los valores prop i os 
de B s on negativos, entonc es B es definida nega t i  Por lo tanto, 
va , esto e s , <Bx,x> < O para todo x/ O. De aqu í que 
ex i s te un a>O t a l que 

n para t oda X6R • donde B = CX(T). Esto pr u eba l a a 
firma ción . De a gu'! se deduce que l as hipó t esis del 

n 1 t eorema a nteri or s e v er if i can y en c onsecuenc ia , se
J¡"lra t oda x," R . En r ealidad a < min{ -"2 <Bx,x> 

tiene que ex i sten a l me no s do s sol ucion es pares ,2rrIxl = l} . D (19) se deduce que- existe un númer o 
periódicas , no constantes de (2).

posit i vo T ta l que para todo x con I x l~ T se t iene 
que La condic i ón G(P) = O se puede su pr imir , ya qu e 

la f unción 

Gl (l<) = G(,, ) - G(O), 

Sea eL (T) ma.x { IG(x) - t Bx,x> 1 Ix l2 T}. Enton
satisface las condic i ones del Teor~ 4 .2.c es pa ra t oda X E. Rn se tiene que 

IG (x ) - t <Bx, :<> 12 t cdxl 2 + eL (T ). 
Reconoc imien to. 
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