
Rev. féc. Ing., Un~v. Zulia 
Vol. 9, No. 1, 1986 

SOBRE LOS ASPECTOS INTEGRALES DEL MElODO DE 

COLOCACION ORTOGONAL EN LA CINETlCA DEL 
Angel Larreal, Idelfonso Arrieta y C~zar GaTcía 

Escuela de Ingeni eria Química 
 INTERCAMBIO IONICO BAJO CONTROL MIXTO
Facultad de Ingeniería 
Universidad del Zulia 
Maracaibo, Venezuela 

SUMARIO 

Kl proceso de transferencia de masa para sis

,~~~ d~ in~QrQ~i~ i6n~co btnario incl~¡~ij~ lo 
tltlj6~ de ~~ck y Nernst-Planck, bajo control mixto 
de las fases líquida y sólida, conduce a un siste
ma de ecuaciones diferenciales no lineales cuya 
resolución por el método de colocación ortogonal 
ofrece rápida convergencia con incremento del nu
mero de puntos de colocación. Se establecen compa
raciones en función de los parámetros generadores 
de las aproximaciones polinomiales : Factor pesan
te, simetria y numero de puntos de colocación so
bre la distribución transiente de los iones inter
cambiantes en partículas esféricas de intercambio 
iónico. Los re5ultadoS d~muestran que el patr~n de 
distribución obedece al de~~¡¡QlIO polinomial ~i-

m~tr{co sin mi1Q[t~ tlir@r@nei~Q ~~y la ~nr1uencia 
de los factores pesantes w(x) = 1.0 v w(x) ~ ¡_x2 • 

SUMMARY 

The mass-transfer process for binary io n
exchange si5tems included the Fick and Nernst
Planck fluxes. under mixed control of che liquid 
and solid phases, i5 expressed by a set of non li 
near differential equations and their aolution by 
the orthogonal collocation method offers fast con
vergence with increment of th' orthogonal colloca
t i on points. Comparisons are established in func
rion o E the generatíog parameters on the polynomial 
aproximarion : weigthing factor, symIDetry and the 
collocatíon points 00 che transient diatribution 
of the exchanging ions in the spherical particle 
o[ ion-exchange. The resules show thar the pattern 
distribution obeys to the symmetric polvllomidl de
velopment without significant differences by the 
influence of the weigthing factors w(x) ; 1.0 and 
w(x) = l-¿'. 

1. 1t.'TRODUCCrON 

Los m6eodos de aproximac10n encuentran cada 
VeZ mayor utilización en el análisis de procesos 
de transferencia de momentn calor o masa por su 
facil adaptación a esquemas de computación, con 

ventajas en la convergencia y tiempo de computa
ción . Excelente revisión de 108 metodos de resi 
duo~ pe~ado5 puede s~r QneontfAdh én los 1ihros 

por FinIayson (1,~), YillHds~n y~lnhol~~ft ()) y 

fiulluod yLiapig (Ú), 

En particular el metod de colocación ortogo
nal ha sido de gran aceptación para resolver feno
menos de transferencia no-lineales de Ingeniería 
Quimica en sus diferentes areas de aplicación. 
Asi por eJemplo, Christiansen y Fr~denslund (3) u: 
saron el metodo de colocación ortogonal dentro de 
un esquema de consistencia termodinámica para cal
cular composiciones de equilibrio liquido-vapor a 
partir de datus P-T-X para sistemas hinarios; el 
metodo puede ser usado poca ddto 1~OtQrmá~OA o 

isob4ri~9ij J ~e ~DliCJ ~ n"ftl~U~éra de los estados 
estandard. Caban y Chapman (6) proponen dªsarro
llos polinomiales con factores pesan tes e-X ,B = 
1,2.3 para el análisis par el método de capa lí 
mite de problemas de transporte de masa con reac
ción química. en un dominio semi-infinito y por 
colocación ortogonal. Srivastava y Joseph (7) uti 
lizaron el método de colocación ortogonal para si 
mulación de procesos de separación (absorción y 
destilación) en lechos empacados. 

El modelo diferencial es basado en la Teoría 
de Doble Pe1ícula de Calor y Hasa en conjunción a 
correlaciones experim ntales para los coeficientes' 
de trCll\sferenci;¡. El algod tmo desarrollado conver
ge rápidamente con incremento del número de pun
tos de colocación ortogonal y con facilidad de ex
tensión a sistemas multicomponentes con variación 
en las tasas de flujo. 

Intercambio iónico es un proceso controlado 
por mecanismos difusionales entre la solución 
acuosa y la fase sólida, con la generación de un 
potencial electrostático en la direc~ión.dc trans
ferencia del ión más lento hasta preservar la con
dición de electroneutralidad para el sistema de 
diferentes movilidades iónicas (8.9). El objetivo 
general de este trabajo de investigación es anali 
zar los aspectos integrales del metodo de coloca
ción ortogonal en la cinetica de intercambio ióni
ca binario Dara control mixto de las fases líqui
da y ólida' sobre el proceso de t~ansferencia de 
masa. 
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11. FUNDAMENTOS TEORICQS 	 Z2P D _____ 

Q = l-P (1- z¡-) 

La distribución Je la fracción iónica equiva
lente en una partícula esférica de intercambio io
nico, despreciando las contribuciones de difusión 

z~de masa en las direcciones angulares, puede expre

sarse a través del siguiente balance diferencial -Z3 (1- r.)

I 
(-Z3) 


M= • S .. Fpara el ion saliente de la resina : Z2 Z2

Q- 2; (T - Z3) 

'ax (1)ay 
T 

~n la interfase se considera que el flujo 
a t:av~s del espesor de película resulta igual al La resina se considera inicialmente saturada 
~luJo de 7ransferencia de masa a la superficie del en la forma del ion entrante a la solución. sobre 
lntercamblador, así 	 el borde de la película la concentración ionica e

quivalente se considera de composición con~t~n,e e 
igual al valor del seno de la solución y en el cen

~to de la pelrcula el i1uJo del ion 5ali~n~, g; 
considera despreciable,

l+ax 	 o i
" XSh R; (rt - Yl ) (2)
l+Sx r" 1 • 


X : para O < r < 1 Y T z O (5) 

Los valores a la interfase para las f.'lses 

líquida y sólida se consideran relacionadas por 

l~s . expresiones de equilibrio como valores ~sin~ o
11 ." n . para y ~ 11 y t,r T 	 (6)
torlCOS de transferencia, así en función del coe
ficiente de selectividad : 


<Ix : o para r = o y Y. T 	 7) 
ClI xi ( t _ Y! i) I (l _ xi) i 	 (3) <Ir 

Aplicando el metodo de colocación ortogonal paraEl faecor R. para la fase líquida expresa la 
distribución asimétrica de la fracción iónica erelación entre lo~ flujos asociados de Nernst 
quivalente, la Ec . (1) se transforma en un sistemaPlanck y Fick y el flujo puramente difusional de 
de ecuaciones diferenciales ordinarias no-lineales:Fick para las mismas condiciones de transferencia 


y la integración basada en el Modelo de Transfe

rencia de Masa de PelícuLa . resulta (10 ) : 


8 - ex 

( 1 +exXJ ) Z4) 
(8) 

con J 2, • • • • 1>1+1 

donde X cor r esponde a la fracción iónica equiva donde las variables P.Q,M , S y Testan dadas por J 
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lente del ion saliente en el punto de colocación La fraccion iónica equivalente en el centro 
rJ al tiempo adimensional T t con los extremos i = de la partícula puede expresarse por la siguiente 
1 para r: O y i = N+ 2 para TN+2 = l. cuadratura : 

Aplicando colocación ortogonal a la Ec.de In-

terÍ~ge OE~. (2) ! 

X2 (O. r) = dl (15) 

(9) 

El sistema de ecuaciones diferenciales ordi
narias no-lineales Ec.(8) producto de la transfor
mación por colocación ortogonal en conjunto con 
las ecuaciones a la interfase, Ec. (9) y Ec.(lO) y 
condiciones de borde Ec. (1i), Ec. (12) y Ec.(13), 
se resuelve a través de un procedimiento iterativo 
(11) con G1 método de R.unge-Kutta de Olarto orden,

~1 factor de separación en notación de colo

cación ortogonal ! 

IIl. DISCUSION DE RESULTADOS 
1).+2 (l-nN+2 )

('1 	 (la) 

( L-~+2) (nN+2) El método de colocación o~togonal permite a
nñlizn~ la distribucion d~ la fraccion iónica e
quivalente a distintas posic~ones radiales como 
funcion del NGmero de Fourier de Masa (Fo)para las 
distintas variables de transferencia y sistema ió

Las condiciones iniciales y de bord~ pueden 
nico. previa resolución de] sistema de ecuaciones 

escribirse así : diferenciales simultaneas. Para el análisis del 
modelo de difusión con migración iónica bajo con
trol mixto de las Cd3ea líQuida y ~ólid~, ~Q uti
llZarQU 100 ~í~uiente valor~s CJr~etQrí~ti~~A(t2)! 

.. :r 1 O J • l,Z •.... Ntl a (ID
11J • I 	 Relación difu¡¡ional - fase sóltda -0.2 <(1< L50; 

Relación difusional - fas~ lfquida 0.50 < n < 2.0; 
Relación de Valencias iónicas -0.5 < B< 2.0; rac
de distribución A : 0.020; Factor de Separación 
0.20 < 6 < 5.0; Composici6n en la fase líquidanO 

(12) O.BO; y composición en la fase solid~ x(R,o) ml.O. 

En la Figura No. 1 se presenta la distribu
ción iónicd para aproximación simétrica polinomial

Aplicando colocación ortogonal a la Ec. (7) con factores pesante W(X) ~ l-X y seis (6) puntos 
le colocación ortogonal. Para geometría esfériCA, 
los puntos de colocación ortogonal corresponden a 
tas pO!liciones radiales (r/R.)" 0,0.215, 0.421, 
D.7&4. 0.BB5, 0.965 Y l. En dicha figura se pre

(13) s ntan los valores en el centro de la partículao 
(r/R ~ O), a las posicione 0.421. 0.764, 'n la 
superficie (r/R a l) y la fracción prQmedLo. Para 
la fracción promedio se utiliz6 la cuadratura dada 
por la Ec. (L4) que le co~responde con la expre
sión integralLa fracción iónica promedio X (tI para una 

partícula de geometría esférica pued eXpr~sarse 

por la fonnula de cuadra~u(a, 

R R 

N+~ 

X
A 

(F ) 
o 

¡ 
o 

X1.'r,t)r2 drl J 
o 

r 2 dr 

L 
J=1 

¡.; 
I 

X (r,T) 
(14) 

'H-2 N+l 1+1 
r 

J=J 
101.1 XA(Fo) E 

i~t 
XiWi I E 

1~1 

W. 
1 

(L1í) 
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mientras la fracción ionica equivalente en el cen
;ro de la part{cula es determinado por l a Ec. (17) 
0, 

N+l 
¡: (17) 

i=l 

La distribución ofrece valores diferentes pa
ra Fo ~ 0.80, luego convergen al valor estaciona
rio de X = 0.9525 para todo el valumen de la 
partícula. La distribución iónica en la part{cula 
obedece a los patrones de regeneración con niveles 
mayores hacia el centro de la partícula, con la 
dirección de transferencia ocurriendo desde la 
partícula hacia la solución en relación al ion 

A considerado de equilibrio favorable por la resi
na y equivalentemente para el ion B desde la Bolu

~iÓD. Resulta coincidente la fracción ·9n~_Q pro
medio con la fracción iónica equivalente a la po
sición r/R 0.764 para toda variación ca el nú
mero de Fo . 

La característi.ca generalizada del perfil de 
fracción ióni~a equivalente bajo flujo convectivo 
es la alta velocidad de transferencia para bajos 
valores de Fo ' con variación lineal al inicio en 
toda la ~eometría interna de la partícula. La dis
tribución estacionaria para Fo ~ 0.80 ilustra pa
rámetros de saturación, así por ejemplo, una par
tícula de 10-2 cm de radio promedio contaría 80 
segundos la saturación mientras una partícula de 
lO-t cm de radio tomaría 800 segundos. 

En la Figura No. 2 se muestra el efecto del 
SGmero de Puntos de Colocación Orrogona} sobre la 
aproximación a la distribución iónica en función 
de la fracción promedio. Resultados anteriores (5) 
demuestran que para la cinética de intercambio ió
nico bajo control de la fase sólida, la aproxima
ción entre datos experimentales y el ajuste poli 
nomial se logra incrementando el nUmero de puntos 
de colocación ortogonal, con total reproductividad 
de los datos experimentales para N ~ 5 Ó 6. De la 
figura se ilustran algunas consideraciones de in
terés : 

i ) Todas las aproximaciones siguen la misma ten
dencia de distribución para N - 1,2,3,4,5,6 puntos 
de colocación, alta transferencia al .OlC.O del 
proceso hasta converger a valores asintóticos. 

ii) La diferencia de valores para la fracci6n 10

niea equivalente entre las aproximaciones disminu
ye con incremento del número de puntos de coloca
ción. El valor asintóllco para N~l resulta X'" = 
0.99879 mientas para N s 4,X oo 

= 0.999675: ~ = S, 
X'" - 0,999850; N = 6, x=~ 0.99989 • 

El porcentaje de error para la solución N • 1 
referido :q la soltlciéÍn '1 = 6 es de 0.11%, que se
ría W1a aproximación de magni tud para el proceso; 
para la solucio 'l = 4 eS de 0.021% que s~rla una 
aproxjmación de tiegundo orden; y para la solución 
N = 5 es de 0.0044 oue podrá considerarse ~olución 
del proceso de tr~n5ferencla. 

i1i) La aproximación para N = 6 sera considerado 
como la solución numérica de la mayor convergencia 
a la probable distribución iónica ~ara la fase só
lida bajo las condiciones de transferencia del 
sistema en referencia y control mixto de las fases 
líquida y sólida. 

~n la fi~ura No.) ~@ prgQQncn ~l ~fa~~o del 
factor de convergencia sobre la aproximación a la 
distribución iónica en función de la fracción pro
medio. En la determinación de los polinomios or
togonales intervienen dos factore~ de convergencia 
W(X) = 1.0 Y W(X} = 1 - X~. Las raíces de los 
polinomios o puntos de colocación ortogonal para 
desarrollo par (aproximación simétrica) y N=6 son: 

W(X) ~ o 0.23 0.45 0.64 O.BO 0.92 0.98 1.00 

W(ll =1.1 O 0.11 O.~~ UI Ul o.al 0.97 1.00 

De la Figura se observan las iguientes ca
racterísticas sobre la aproximac1ón polinomial 

i) La solución en términos de la fracción promedio 
p¡ra W(X) - l_X 2 resulta por debajo de la solución 
para W(X} - 1.0 para todos 109 puntos de coloca
ción ortogonal. La distribución según W(X) = 1 re
sul a desplazada hacia la superficie de la partí 
cula y cointide en 105 puntos de mayor concentra
ción para la valuación de la fracción promedIO en 
comparación a la distribución paTa W(X) - l_X2. 

ii} La diferencia de valores entre las aproxima
ciones tie incr~menta con disminución del orden 
del desarrollo polinomial; esto demuestra la con
vergencia de las soluciones polinomiales a la dis
tribución 1ónica con la variación de los factores 
W(X) e incremento del orden de la aproximaci6n; 

iii) La distribución iónica para W(X) ~ l_X2y N=6, 
presenta una ubicación discreta en la geometría 
esférica más representativa para la fracción tóni
ca promedio. Obsérvese los valores estacionarios 
pare N~6, XOO - 0.999839 con W(X) - I_Xz 

y ~ = 
0.999866 con W(X) - 1.0 para una diferencia abso
luta de 2.7 . lO-5 i5 de 0.00277., q\le para estima-
iones gro eras podrían utilizarse igualwente. 

En la Figura 1'10 . 4 St! muestra el efecto de la 
simetría sobre la aproximación a la distribución 
iónlea eo función de la fracción promedio. En la 
resolución integro-numérica se consideraron dos 
aproximaciones polinomiasles, una n d~sarrollo 
par y otra de desarrollo generalizado (combinación 
de términos pares e impares). La asimetría n el 
perfil de concentración est~ representado por la 
inclusión del tennino(21r)( I-Hlx)/r1 x}.ox/dr en la 
expresión dif~rencjal de continuidad, que r~pre
senta el balance diferencial exacto. La aproxima
~ión simétrica parece expresar la sjtuHc1ón real 
de intercambio binario en un volumen infinito de 
solución. De la figura se destacan las siguientes 
caracter!st.cas : 
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il La solución simetrica expresa valores mayores 
respecto a la solución generalizada, sin embargo, 
esta diferencia se reduce con incremento en el nú
mero de puntos de colocación ortogonal. La dlfe
ren~ia entre los valores extacionarios de ~ 
0.999844 para la aproximacjón slIDetrica y ~ 

O.gggSbb para la aprox~cl~n asim~trica es dp 

1.1 . 	iO- , Qgtn a1!~~~rtc~a es a~n menor P~¡~ bi
jos 	valores del Fo' 

ii) La tendencia entre las distribuciones para las 
aproximacLones simétrica y asimétrica obedece al 
patrón generado por difusión radial y condiciones 
de borde en la solución simétrica, no se observan 
mayores deformaciones en el perfil por la intro
ducción de t término no J ineal (2/r){ 1+ax} I (l+8x). 
X/de 

Para partículas sintéticas de intercambio ió

nlco de gran estabilidad qutmica y mecánica con 

di~lribución LlrJQ[Qrí~ti~n d~ ~ÁmA~o entre O001 
tm -10.10 cm en contacto con soluciones de ' elec
tralltos en movimiento uniforme a través de la 
geomettLa de flujo, el perfil de concentración sin 
consideraciones de singularidades internas en la 
estructura interna de la partícula se aproxima a 
conservar círculos simétricos para los iones in
tercambiantes. 

IV. CONCLUSIONES 

Del analisis comparativo de los resultados 
numéricos encontrados por el ~p.todo d~ Colocación 
Ortogonal -en aproximación simétrica \' generali~~
da- sobre el proceso de difusión con migraclon 
iónica, pueden derivarse las siguien~es conclusio
nes : 

l. Todas ]as aproKimaciones siguen la misma ten
dencia de distribución iónica en la [ase sólida 
para N = 1,2,3,4,5,6 puntos de colocación ortogo
nal. alta transferencia de roasa al inicio del pro
ceso de intercambio hasta converger a valores a
asintóticos para nUmeros de Fourier de Masa mayo
res de 0.80. 

2. La diferencia de valores de fracción iónica e
quivalente entre las aproximaciones disminuye con 
incremento del número de Puntas de Colocación. En
contrándose un porcentaje de error de 0.021% para 
la solución a N z 4 corno aproximación de segundn 
orden a la distribución iónica y d~ 0.004% para la 
solución a N = 5 puntos de colocación. 

3 . La distribución iónica para el factor pe"an
Le W(X) - l-X" resultó más representativa que pa
ra el factor pes~nte W(X) = l.O entre _ el centro 
de la partícula (r=0) y la superfici~ (r=I). La 
diferencia absoluta de valores para la fracción 
iónica promedio resultó de 2.7 • lO-S, que para 
estimaciones ~roseras podrán utilizar~e i~ualrnent 
las. aproximaclones para W(X) .. 1 ó WUO -~ l_X2 

4. La tendencia enere las distribuciones l.óni<.:a~ 
para las aproximaciones sim~trica y asimétrica 0

-

bedece al patrón generado por difusion radial y a 
las condiciones de borde en la solución de desa
rrollo par, no se observan mayores deformaciones 
en el perfil por la introducción del termino no 
lineal «2/r) (l+aX) I (l+8X).(ax/a r), en el balance 
deferencial de continuidad, 

NOMENCLATURA 

A .• 
JI 	 Matriz de Colocación para la Primera Deriva

dA ~n Ceomelrta ~sf~rica. 

R.. 	
Matriz de CQ19~ü~ión PHT! lA SQºund~ D~rlva-Jl 
da en 	 Geometría Esférica. 

D. Autodifusividad del ion 1 en la solución1 2/_
(cm 	 ~)

D. 
1 

= AutodiEusividad del ión i en la resina 
(cm 2j~ ) 

N 	 Numero de puntas de colocación ortogonal , 
1<N<"6. 

11. 	 Fracción 10n1ca equivalente en la solución,
J. 

Z.C. 
~l =--L!.... 

i 	 Z Ca 

X. 
l 

~ Fracción iónica ~quivalence en la resina, 
Ziql 

x =--
1 wa 

r Distancia radial adimensionada, r ~ r/R 

Factor R. en la fase líquida para el ~delo 
d" Pelíc.u.a 

Sh Numero de She n.rood. Sh K n ID~. 
P 

z. ~ Valencia íónica 
l. 

W¡ Matriz de Cuadratura en Geometría Esféri~a 

(). relación difusional en la fase sólida, 
Z/JA ~ 

ZaDs 

0.\ Factor de separación 

S Relación de Valencias ionicas 

,\ ~ Factor de distribución, 
J Z )eO 02 

A = - -- 
1 	 ,,8 ñ 

2 
Xe Valor de la mezcla para la fase líquida 

T = F ~ Parámetro adimensional de tiempo ó Numero 
o 	 ele Fourier d" transferencia de masa, 

r = DAl Iro p 

Matriz 1nv'rsa de 106 puntos de colocación 
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SUPRAIND1CES 

o = Camposi, 15n promedio en ~] seno de la fas~. 1 = ión _ntrante a la resina. 

(Qmro5i~15n a la int~rfas~ Irq rido-s5lido. Z : i5n saliente de la resina. 

1 = j 5n común. 
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