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RESUMEN 

En el presente trabajo se da un programa de 
computación para la resolución numérica de la ecua
ción integral de Fredholm de ~egunda clase. Se re
suelven algunos eJ~plos de fáci verificación con 
su solución analít·ca. 

ABSTRACT 

In the pr sent paper, 11 program for the 
nlDlenca! .O.lutl.on or the Fredholm's integral equa
tion '! econd k~nd ls given. Same s~ple examples 
-which can be c/lSlly verifed by the analytic 801u
tl.on, ar resolved. 

l. INTRODUCCIO. 

Muchos problemas matemáticos, particularmente 
en matemáticas plicadas, física e ingeniería, pue
den ser formulado de dos maneras distintas aunque 
estrechamentc relacionadas : como ecuaciones dife
renciale o como ecuaciones integrales. En el caso 
de las cuaciones .integrale!' las condicioncs de 
contorno ya vIenen incluidas y por lo lanto no ne
cesitan ser especlficadas; entonces, su uso ofrece 
ventaja~ lndudable~ sobre las ecuaciones diferen
ciales. 

La ecuacion in tegra! 1),41 

Iji(x)- ~ fb K(x,s) ,(s) da f(x) (J .1) 
B 

es conOCIda como ecuaClon integral de Fredholm de 
se~unda "lase, Iji(x) es la función incógnita, [(x) 
es el llamado término libre y K(x,s) es el núcleo. 
Los limItes de integración a y b son finitos y el 
valor ~ se denomina parámetro de la ecuación . 

Sobre el núcleo 	se impone la restricción de 

DE SEGUNDA CLASE MEDIANTE COMPUTADOR 

ser continuo en el cuadrado í¡( 8<x<b ,a<s<b o por lo 
menos, que sus discontinuidades-s~n de-tal natura
leza que la integral doble 

b b • "r f IK(x,s)1 dxda sea iinita (1.2) 
a a 
J 

La ecuaclon integral (1.1) incluye las ecua
ciones integrales de Volterra como casos especiales. 
Basta hacer el núcleo K(x,s) - O para s>x, lo que 
provoca que el límite superior de integraclón sea y. 

en lugar de b. 

En mucho problemas encontramos d'~erentes ti 
pos d ecuaciones integrales, talea com las d 
Volterra o Fredholm de primera o segunda clas~. O
tras vecea, encontramos ecuaciones intc rales dua
les. o incluso triples, si se aSlgnan diferentes 
condiciones o regiones difcrentes de un mlsmo con
torno. (\'er. por ej emplo, rI .2,5 J ). En general. pa
ra darles una soluc~ón analític- adecuad., tale 
problemas se reducen a yesolver una ecuación inte
gral de tipo Fredholm de segunda clase [6J. 

En la presente nota se presenta un programa 
de computación para obtener solucione numéricas de 
tales ecuaciones y se ilustran ejemplos de fácil 
verificación con su solución analítica. 

2. ~UITODO DE RESOLUCION USANDO LOS DETERMINANTES 
DE FREDHOLM 

La solución general de la (1 . 1) está dada por 
la fórmula [)1 

~(x) : f(x) + Á 	 ¡b R(x,s:~)f(s)ds (2.1) 
a 

donde 

D(x.S;Á)R(X,S ¡A) : 	 (2.2)D(Á) 
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es denominada resolvente de Fredholm. 

D{ A)~e conoce como determinante de,Fredholm y 
debe ser diferente de cero para que exista solución 
única de la (1 . 1). Los valores d~. A que ~ulan DCA) 
se denominan valores propios dellWcleo ·k{x,s) y 
los valores ~(x) correspondientes que verifican la 
(1.1) se llaman a su vez funciones propias o carac
terísticas. 

D(A) se determina por la relación 

(2.3)D(A) .. 1 + í 
D=l 

con Co =1 (2.4) 

y 

b b K(SI,S1) K(S1 ,S2).' .K(Sl ,s¿) 
e = ¡...¡ d ' .. daK(S2. S¡) K(sZ,S2) ·· .K(S2,Sn) n n~...a a 
~ 

n K(sn,a1)K(sn,s2)'" K(a ,s )n n 

La función D(~,S¡A) se llama menor de Fredholm y se 
determina por la fórmula 

"'~ n
D(x,s;)..) K(x,a) + I ,B (x,a)A (2.6) 

n. n
0=1 

con Bo(x,s) ~ K(x,s) (2.7) 

y 

B (x, s) 
n 

b 
Bn(x,s) = CnK(x.s ) -n f K(x,t)B (t,s)dt (2.10)

a n-l 

3. SOLUCION DEL PROBLEMA. MEDIANTE COMPUTADOR 

Las fórmulas (2.5) y (2.8) no son especialmen
te adecuadas ' para la resolución de la Ecuacion in
tegral de Predholm usando computador. 

En su lugar, es preferible partir de las (2.4) 
y (2.7) y usando las relaciones de recurrencia (2. 
9) Y (2.10) en forma alternada, calcular tantos Cn 
y Bu (x,s) como sean necesarios. A continuacion por 
aplicación de los (2.3), (2.6) Y (2.2) se determina 
la resolvente y usando la (2.1) se llega a la solu
ci6n deseada. 

En nuestro caso, se aplico el metodo de inte
gración numérica de Simpson para resolver las inte
grales que figuran en la (2.9), (2.10) Y(2.1) , pa
ra un número variable de puntos que se lee como da
to. Igualmente se le suminstran al computador los 
valores de A, a, b, y el número máximo de sumandos 
que se debe usar en la (2.3) y (2.6) si antes no se 
anula algún valor de Cn que detenga el proceso. 

De la misma forma modificando en el programa 
dos instrucciones que permiten calcular el núcleo K 
(x,s) y el término libre f(x), se puede determinar 
cualquier ecuación integral de Fredholm de segunda 
clase, de manera que el metodo es bastante general. 

4. EJEMPLOS RESUELTOS 

Como ilustración se resolvieron con este pro
grama las Ecuaciones Integrales siguientes. todas 
con resultados satisfactorios : 

211 
a) ljJ(x)- A f 


O 


con E = 0.8 y 

2 tr 
b) IjI{x) - A f sen x cos s I~ (s) ds cos 2xAdicionalmente , los coeficientes C y Bn(x,s) verin 

fican las fórmulas de recurrencia siguientes : O 

para 1 
b 

C = J D _¡(s.s) da (2.9) 
n 

a 1 

e) I/i(x)- A J (4xs - x2) 1/1(5) ds = x 
Oy 

- ] -

Rev . Tec. Ing., Univ. I.•il" \01. S , No. 2 . 1935 



para ~ :- 10 y >. 100 	 de manera que, obviamente A", 1 es un valor propio. 

1 Se resolvia esta ecuación para A e 3 sin nin
x gún problema y los resultados obtenidos concuerdand) 	 Hx)- ). f e 

O 	
con la solución anal! tica , 

Para A= 1 los resultados numéricos son del 
Este ejemplo mer~ce un comentario especial orden de 1016a 1017 , 10 que muestra obviamente, la 

presencia de una irregularidad . x-s 
Su'resolvente es R(x,s;>.) e = H'" Para valores cercanos al valor propio. A= 1.1, 

1.01,1.001 , 1.0001, los resultados son igualmente 
e 
lt 

correctos pero se observa perfectamente la cercanía 
y su solución es ~(x) = 1->' del punto singular . 
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Apéndice A: Programas. 
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Apéndice B: Ejemplos. 

01 CIlLfl I)E LA FCtlAC rnN INTFGlhL DE F~EOHnL~ 

a) NICLE.O ~CX,Sl: !!(l-EoS**?*CQS((X+Sl!?)"?l 
T~f(f.4 >.J(l L1tHll: f rx ) : ?s*cnS(X)**2 + q*SEN(X)**2 

PARA v.LnR~~ Df A: 0,0 

b) 

T 

I 

~ 
(¡ 

• 
5 

fI 
c¡ 

lf 
l~ 

e) 

PÁRA 'OLORES DE 

NIICLEO 

TERMtNr 

Ac 0.0 

1, O O 

R= b,2832 LAMRDAc -O,O~5Qq291 

F ~I 

~5,O~O~OO~O 
21.gnOtlO no n13, nO Clonon 
Q4 0000 (\(l001'
1,).000(10000 
>~:8R8ggS8~ 
B~888ri8g8~ 
h.8S8S882~ 
~~:8R~28R8~ 

~ (X,~ltlSEN(Xl*CtJS(Sl 

LIRHf FClC).cnSC2X) 

8: b.2812 L1MADAc 1:00000000 

.la 

x 

0.0 

8:H 
8:~8 
g.s/\

.60
0.7(1
(1.8
0.90 

Fl 

11 0000110 001'1 
.,1I 0Ilgngeoo

.,5000 Ooon 
-1 oongn¡/\oo.'~/\22 n oon 
,5g~~R8 S8~ 
,~oonoo 0go- ~noooo O O 

:!~888888g8R 
,~88g888888 

NutLEr ~C~,~).u.x*S-X'.~ 


TER~INQ Lte~E FtX).X 


0.0 p. l,onoo LAMBDAa 10.00000000 

~I 

,0 

:H8888888R 
:a88888888R 
:~g8~gS888R 
.7(18~oooogn
80 00000 O 

,'9noooooogn,oooonoo O 
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CALCULO DE LA ECUACION I~TEG~AL DE FREDHOLM 
d) NUCLEO I<fX,S ) afXp(x.!) 

n "RMINC1 L18HE F(X'·!XP(X) 
PARA I/ALORES DE ... 0 0 0 Ra 1.0(100 LAMBD". 3.00000noo 

r 	 )C f FI 
1 	 0,0 I.Oooonooon -oSOOOOOOOOn 
~ ~:~8 l:!~IU~HR ::~f~1~H1~~ 
~ ~:4~ I:4~un~~A ::'~~$n~u¡, ··naU~b~~~~~~~ ~:U~HUH -o 1 400? 
G 8:U ~:HH~~H~ :t:?~~HU~8 

H ~:U s:HX;R1B4 :1 :~~3Ub~Ig 

PA~A 	IIALnRfS DE Al' n,o !la I.ooon LAI'4I1DA: 1:0"0(\000(\ 

1 	 X F FI 

I 	 0.0 1.t)O~OI)OOOO ,ó'5S(lb«lO'b7D+ló, 8:28 1:~9fU9HR :H~j~H~BB!lt 
~ ~:~~ l:an~uu :Q~Biiaa9~BHt· 
~ 8:&8 t:U9BUH :1~$~g~'~o1B~i; 
~ 8:AR ~:H~~~ti&~~ :UHUH~~Bt1J 

H Y:ó8 ~: ~i~~au~~ :UAHg~~~~Bll ~ 

PAPA VALORES DE A: 0,0 8 .. 1 . 0Don LlMflO&" " 1.11I0nODO/) 

I 	 X F 1'"1 

I 	 0.0 1,000000001\ -10,0(01101)011 

~ 	 8:~S 1:~~llUHa :H:~iH~H~ 
1I 	 0,3\'1 1 3" 85B88~ .13·"C¡8~8I'8~5 	 0,'10 :1I918?jjll I! .. IIj,91 'In A 

0,50 l.billl7?F7I .lb.jjI\7?F7~
7 	 0,&(1 " 	 ~,1!2lr ROO -t8.2?~~ !lO!I 	 O,¡\'I 21079 	 O, o 2:~H ~24~¡ .~~'~<- , 11 «1211

la 0,9(1 2,lIS9bOg I -24. Qé!\~~H
1 I 1.00 2.71~21\1 A~ A -n.11l2111 
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PiRA VALnRES DF 
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R: \.onon 

F 

1,/lOOOOOOO~ 

t:HiU~H= 
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• 01. . "-?2E .1;~tI~02P
.. ?II • C:¡b~ I II 
.211.A2PH·2P 

LIMADA: 1,01l11l0noll 

FI 
.IOOO~O/lonO(l 

:1 ~~t:H9H=_pu ,8'i8/1~/I 
- IIO¡,8i'II/I " 
-¡bll .12F1 1 
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