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donde s e han i ntroducido las notaciones 
RESUMEN 

, 
En ~l presente trabajo se utiliza una nueva Av (AX) Jv(Xx) + hAJI) (Xx) 

transformación 1ntegral de t~po Sturm- Liouville , 
para resolver problemas de valores de contorno. La BV(Ax) YV(AX) + hAYI) (A~) 
definición y propiedades de la transformada son da
dos con detalle en un trabajo anterior . Los proble

mas tratados 6e refieren a conducción de calor en siendo JV(x) y Y (x) las funciones de Besse] de 

c l lindros huecos, infinitos y semiinfinitos. en los primer y segunda clase. respectlVBmpnte. En b3~e 


cuales es conocida la temperatura en l~ supprfici a lo anterior e deflne l a transformación integral 

interior y en la exterior existe convección. Se ob tU 

tienen las soluciones par~ los casos generales y 

luego se dan casos pilrtlcularcs. En uno rI,' los pro

blemas se hace la verificación de 1 s condlcl0nes T1f(x) , a,b,v;:h) fV(Ál) '" 

de contorno. 


b
fax(x)Cv( ix)dx 

(5) 

J . LA TRANSFORMADA INTEGRAL 	 para la cIJal la fórmulcl de inversión resulta 

ca 
fVO,l) C ( " )Consideremus la ecuación diferencial de Besse] ( 3) f(X) 	 í. , 1) Al.>\" 


i=l Ilcvo.ix) 11 2 


(1 ) donde 

con la condiciones Ilcv(Aix) 11 2 

(6) 

y (a) - O y(b) + hy'(b) o (2) y la suma es tomada sobre todas las ralces pos iri 
vas de la ec (~) 

Se demuestra en un trabajo previo fl} que las illn
~iones 

Algunas propiedades de la transformada. definlda en
(5) son: 

CV(\ÍK) f Yv(Ha)+81)(Aib) ] Jv(Aix) 

T(~f(x) + 8g(x). a.b, l) jÁi} 

- (JI)(,\1a) + A\J(Ub) fY\J(Aix) 

(3) lT[f(x). a ,b,v iAl 1+ ST{g(x). a.b,v;Xi , (7) 

son solue iones de 1 ec. (1) con las n J¡ " ion e s 
'2) si \i(i - 1.2 •.• . ) 'Ion los ralces positlvas de T{f(Qx ) . a.h,I);Ai}la ecua"ión transcenuent. 

T[f(x). aa. b~. v ; ~) (8)
J'JUa) 8\J(Ab) - YV(Aa)Av(Áb) o (4 ) 

). 

- ,,0 -
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donde se han i ntroducido las no taciones 
RESUMEN 

I 

En e l pres ente trabajo se utiliza una nueva Av(h) JV(AX) + hAJv (Ax ) 
transformación integral de tipo Sturm-LiQuville • para resolver problemas de valores de contorno. La BV(AX) YV(AX) + hAY\! (Ax) 
definición y propi edaues de la transformada son da
rlos con detalle en un trabajo an terior. Los proble
mas tr~tados se refjeren a conducción de calor en siendo JV(x) y Yv(x) las funcLones de Bessel de 
c:ilindros huecos, infinitos y semíinfinitos, en los primera y segunda clase, r espectivamente. En ba~e 
cuales es conocida la temperatura en la superficie s lo aoterior se de fi ne l a transformación integral 
interior y en l a exterior. exisle convección. Se ob UJ 
tienen las soluciones para los casos generales y 
luego se dan casos partLculares. En uno de l os pro
blemas se hace la verificación de las condiciones 
de contorno. 

¡b xt(x)CV(lix)dx
a 

(5) 

l. LA TRANSFORMADA INTEGRAL pa ra la cu).l la f órmula de inversi6n resul ta 

f (x) r. 'Iv (:\i) Cv (Aix)ConsideremoR la ecuación di erenci~l de Bessel ( 31 
2i =l 1I e (Aix) 11 

(1) donde 

~on las condiciones 2 b '/ 
1ICv (f ix) I 1 Ja x C\,' (),ix) d,: 

(6 ) 

y (a) o y (b) 4- hy' (b) O (2 ) y la sum.j es tomada so bre todas las raíces poo; II i
vas de la ec o (4) 

Se demuestra en un trabajo previo {l} que las 
("iones 

Algunas propiedades de l a transformada. detinida 
(;,) son: 

CV()"iX) {YV(Aia)+BV(Aib)}Jv(~ix) 

T(af(x) + Sg(X) , a,b,v;>'LJ 

- {Jv(Aia} + Av(Aib)}Yu(ALx) 

(3) 2T[f(xl. a , b , v;Ail + BT{g(x). a.b,v;li} 

son soluciones de ]a eco (1) con l as ' ''n'Jic1ulI''" 
(2) si ~i(i = 1,2 , .. ) son lss rarces posLt i vBS de T{f(ax). a,b,v;Ailla ecuación trans endente 

= + Tif(x), sec, ba, v ; ....AL, (8)
J ';(''I) B (Ab) - Yv(la)Av(Ab) o (4 ) 

ce ~ 

- "O 
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Tomando la transformada (16) en la ec. (12) nos 
1 df ,}

Sí g(x) ,,~ + 	 queda-	 --",- fJ2
dx x dx x '

se tlene que dÚ' = !C {~ f:o(Hb) (U+h ~) + 
dt h ar r=b 

gV(Ai) e ~ C.\i(Aib) { f + h .....!!L}x =b 
dx 	 + aAl CA 

f 

(Aia) U(a,t) - Ai
2-

U} 

+ Aía CV'(Aía) fea) - Aí 2 
f\i(Ai) (9) 

Según las condiciones (13) y (14) tenemos 

dÚ , . -- + r:¡\l Ü=K{_b__ Co(Aib)g(t) + 
b 1 \} 1 a\Jt1, dt h 

-= --2 e - + - ) Cv(Aíb) + -- CV (ha) 
H b h Ai + aAí co' (Aia) f(e)} (17) 

(lO) 

Tomando v=o en (10) obtenemos la transformada de cuya solución está dada por
orden cero de una constante (1, resultando 

U(H, t) 

TlCl.a,b,o;H J 

~ 	 ~2 {~ CO(Aib) + aAi Ca' (Aia)} (11 ) 


h h 

+ aAiCo' (hia) f (x)}dx + c} (18) 

2 . CONDUCCION DE CALOR EN UN CILINDRO INFINITO 
De la condición (15) vemos que 

Consideremos un largo cilindro hueco de radio inte U(Ai,o) l(Ái)rior a y radio exterlor b con temperatura co
nOelda en BU superficie interior y convección en su 
superficle exterior. 

Luego, de (18) se deduce que c = l(Ai) y entoncesLa distribución inicial de temperaturas en el ci

llfldro es tamblén dada. 

La ecuac16n diferencial del fenómeno es Ü(Ai , t) = 


dU = O( lu -2~) (a<r<b, t>o) 

élt dr2 

r (lr 


(12) + aUCo' (ha) f(lC)}dlC + l<Ai) } (19) 

donde U(r,t) es la temperatura a cualquier posición 
r (a<r<b) en cualquier instante t (t>o) y k es una 

Aplicando la f6rmula de inversión resultaconstante que depende del material del cllindro . 

Las condiciones iniciales de borde son Ü(Ái, t ) Ca(Air)
2

IICo(Air) 11Ula, t) = f(t) t>o 	 (13) (20) 

t>o 	 donde la suma es tomada sobre todas las raíces po.- g(r) (14)(U+h~) sitivas de la ecuaciÓn
:1r r b 

JO(Aa)Bo()'b) - Yo(>"a)A<,U.b) '"' O (21)
U(r.o = l(r) a<r<b (15) 

CASO ESPECIAL
Defln&mos la transformada integral 

Consideremos el problema anterior con las siguien
Ü(Ai, t) ¡b r U(r,t) Ca Air) dr (16)

a 	 tes condiciones iniciales y de borde: 

.- 41 -
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2U(a,t) = Uo (cons tan te) t>o 	 au) aVo Co'CHa) O_e-d.i t¡ . U+h 1: 
dr r = b( 	 i=l IICo(hr) 11 

2 

(U+h~) - o 	 t>o 
\ dr r=b {Coo.ib) + heo' (Aib) 1 

Ai 

U(r,o) o 	 a<r<b 

Puede probarse que 

Con estas condiciones, la eco (19) nos queda 
, 

Ca (Aib)
; .2 A· 2 

-KI\l t { t ,üeH, t) e K /- 1 x~a,\iCo (Aia)Uo }dx } 	 Co (,\ib) hOh o 

aUo e t (l ' ) -di2t } 	 Y, en conseruencia, fu + h ~) = OÜeÁi,t) =~ o I\la ; 1 - e 
\ dr r =1 

Luego, según (20), la solución es Para verificar la o tra condici6n expresemos (22 ) en 
la forma 

; aUo Cr' (Ha)U(r, t ) , 
i =l --rr- Il co(Air) 11

2 
U(r, L) = 1: aVo CA ,\ ia) CO (Air ) _ 

i=l Al 1I Co (A ir ) " 2 
, . 2 

. {l - e- K1t1 t}COCAÜ') (22 ) 
' ( " ) ·-K' 21, t 

- í 
aUo Ca .üa e 1\ CoCAir ) 

2dC}n,le le suma es tomada sobre to as las r aíces po i =l Ai I ICo (Ur ) 11
 
sitivas de la ee. (21). 


Antes de verificar que la solución (22) satisface Aplicando (23) nos queda
las condiciofl€'s iniciales y de borde, ve.mos que, 

aplicando la fórmula de inversión (6) con \'=0 y 

f(x)-u (constante), nos queda CO(Aib) CO(Air)}
U(L,e) = Uoí1 - 1: 2 

i=1 I ICo(Hr) 11 
IX b ' Co(Hx)

L -2 {- Co(Aib) + ah Co (ha)} 2 

i=lH t I lt.;o(Hx) 11 


de donde se deduce que 

en donde puede verse qu e U(<<,t) = Vo 


'" 
r ~{~O(Aib) + aAiCo' (Aia» ) 

i= 1 Ai 3. CONDUCClON DE CALOR EN UN CILINDRO SEMI- INFINITO 


Co(Aix ) a<x<D (23 ) Consideremos el problema de hallar la distribuci6n 
IICo(Hx) 11 

2 	 de t mperaturas U(r,z , t) en un cilindro semi-infi 
nito de radio interior a y radio exterior b, con 
condiciones iniciales y de borde dadas. 

Es inmediato ver que la solución (22) satisface la 

cond ición V(r,o)=O . 
 2OU (l u 1 au (j2¡¡ 

- = K (-2- + - -- + -2-)' (a<r<b. z>o, t>o)
De (22) . vemos que ot ar r dr dZ 

/, .2 

sUo Co' (ha) {l _ e -K 1 L}.


L + h ~:; (24)
dr i=1 1 ICo(i\i-r:1 1 

. { Co(Hr) + hCo' (Hr)} U(a, z ,t) = f(z,r) z>o, t>o (25) 

Ai 

(U+h-ª.!!.) =g(z , t) z>o, t>o (26) 

dr r=bLuego, para ' r=b tenemos 
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U(r,o,t) = l(r, t) a<r<b, t>o (27) Luego, en (34) tenemos e = maChi,p) Y. entonces 


U(r,z,o) = m(r,z) a<r<b, z>o (28) 


U(r,z,t) ... O cuando z '" 00 ( 29) 
 {~ Co(Aib)gs(p,x) + aÁico'(Aia)fs(p,x) + pi(Ái,x)} 
h 

Definamos la transformada integral dx + ms(H,p ) ) (35) 

Ü(Ai, z,t) lb rU(r,z,t) Co(Áir)dr (30)
a Invirtiendo, resulta 

y la transformada seno de Fouríer {2} 
O) 

U(r,z,t) =E {1 JO) ÜS(Ai,p,t)senpzdp} 
i=l 1T o 

ÜS(Ai,p,t) = U(hi,z, t) senpzdz (31)f: Co(hr) 

(36) 
Tomando la t ransformada (30) ,en l a eco (2.. ) tenemos 

ílÜ b 2
-- 2 K {- CO(Áib)g(z,t) + aÁi Co I (Aia)f (z , t) - Ái U CASO ESPECIALat h 

2
Consideremos el problema anterior con las condi+ ~} (32)

oz2 ciones 

Ahora, s í aplicamos a la eco (32) la transformada U(a,z,t) = O z>O, . [>0 
(31), obtenemos 

( U+h 3U) = 1. , z>o, t>o 
dUs 

= K{~ CO( Aib)gs(p,l) + aÁi Co (Aia)fs (p,t) - or r=b z 
dl b 

- AiZus p 
2Üs + pi(hi,t)} U(r,o,t) Uo (constante), a<r<b, t>o 

- 2 b U(r,z,o) o a<r<b, t >o
dUs + K(Á~2 + P )Us = K{- Co{Aib)gs(p,t) + 
de h 

, U( r ,z,t) -+ O cuando z -+ 
+ aAiCo (Áia)fs(p,t) + pI(Ai,t)} 

00 

(33) En esta s circtUlstallcias, la ec:o (35 ) nos queda 

La solución de (33) es 

2 2 :2 2 
- e-K(Ai +p )t (K ft eK (Ai + p )xUs(H,p,t) = o 

( ~ Co(Hb) :! + P Uo {E. Co(Aib) + aAiCo' (Aia)} ) dx
2

h 2 Ai I 

{~ CO(Aib)gs( p,x) + aAiCo' (Aia)fs(p,x) + pI(Ai,x) } 


b 


Üs(>,i,p, t) = _1_ t~ Co(Aib) {~ + 2.) +
dx + C ) (34) , . 2 2 h , .2 ~ 

~]. +p /Ü _ 

De la condición (28) vemos que 


ÜS(Ai,p,t) = ms (~i,p) 
 Luego, según (36), ['esul ta que 
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