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RESUMEN 

Consideramos el problema de la distribuc i6n térmica en un cuer

po de extensión infinit a en la direcci6n radial y que tiene un hueco 

cilíndrico de radio a. (a..$1t < 00 ) • Supondremos que el cuerpo tenga es

pesor finito, cuyo rango de variaci6n es 0.$ Z.$ 1, Y que la conduc

t ividad térmica depende de la coor denada z en la forma k = S(1 - Z2 J,z 
donde 8 = pe, siendo p la densi dad del medio y e es su calor espe

cífico. Las transformadas de Weber y de Legendre han sido utilizadas 

para conseguir la soluci6n. 

ABSTRACT 

We consider a problem of heat distribution in an infinite body 

(a..$.1t < 00 ) with a cylindrical cavity of radius a. at the center. Sup 
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pose that the body is of f~ite thickness O~ z ~ 1, and the thennic 

conductivity depends on the z - coordinate as k- = B(1 - Z2 ) , where z 
8 = pe. ; p i s t he density of the medium and e. is the specific heat. 

The Weber and Legendre transforms have been used to obtain the solu

tion. 
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1 . INTRODUCCION 

Problemas de distribución térmica en cuerpos de forma cilíndri

ca se presentan con gran frecuencia en la Física y la Ingeniería. El 
i nterval o de vari ación de las variables que definen la geometría del 

cuerpo es muy distinto y depende de la naturaleza del problema. Es 

así como l os intervalos pueden ser (_00 ,+00 ); (0, 00 ); [O,h) ¡ (-1, 1); 

(0, 1); etc. De acuerdo al tipo de intervalo que define el problema, 

se emplea l a t r ansformada integral adecuada para la solución de la 

ecuación diferencial que corresponda. Las transformadas integrales 

más usual es son la de Laplace, Fourier, Hankel y Legendre. Cuando el 

intervalo de variación de una de l as variables del problema está 

comprendido entre un valor finito a y el infinito, entonces un méto

do para la solución de la ecuación diferencial consiste en emplear 

la t ransformada de Laplace; pero el cálculo de la inversión de la 

t ransformada es n gener al muy t edioso y complicado; así lo hace por 

ej. Carslaw and Jaeger [lJ . 
Vamos a t rat ar el pr oblema de la distribución térmica en un 

cuerpo de ext ensión i nfi ni t a en la dirección . radial y que tiene un 

hueco cilíndrico de radio a ¡ siendo por lo tanto el rango de varia

ción de l a variable Jt; a ~ fL < oo . Supondremos que el cuerpo tenga 

espesor finito, cuyo rango de variación es O ~ z ~ 1 , Y que la con

duct ivi dad t érmi ca depende de la coordenada Z J en la f orma 

donde f3 = pe.; siendo p la densidad del medio y e. es su calor es

pecífico. 

En nues t ro problema vamos a usar la llamada t ransformada de 

Weber para l a variable fL en l ugar de empl ear el método de Laplace 

usado en [1J , y la transf ormada de Legendr e para l a vari able z. 
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2. TR~~SmPJW\DAS I~T eRALES y sus PROPIEDADES 

La t rans fonn ac1:-t de Weber r ZJ de una [unción 6(ft), se define co 

mo 

(1 ) 

donde 

J (n ft ) Y [n a) - y (nft ) J (n a ) (2)
\) \) \) \) 

s i endo J\) Y y\) funci ones de Bessel de primera y segunda clase res 

pec tivamente . 

La rónnul a de inver s ión para la t ransformada (1) , es 

n dn (3) 

Si se t i cncn l as fLmciones 

y 

h(~l = K (constante) 

I 
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se demues tra [3J que 

2 tí (al (4) 
TI 

y 

h(nl = 
2K 

(5) 

Por cuanto el rango de variac "6n de la variable z, es (O,JJ¡en

tonces la transformada apropiada que vamos a usar es la impar de Le

gendre, que se define según [4J por 

1 

f 6 (z ) P + (z) dz ( fl )
211 1 

o 

siendo la fó nnula de inversión 

00 

6(z) I (411+ 3) nL (2n +J) P + (z ) (7)
211 I n= o 

También usaremos la siguiente propiedad [4J 

JI a [11 _z2)aU J p (zJdz == (2n+l ) P (O )u(Jt,O,,t ) 
o dZ a,t 211+ 1 211 
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- (2n + 11 (2n + 2) u (fL,2n+l ,.t) (8)
L 

donde 

:: [- 1. 3 . ... (2n-l)p [O] 11 n 
2VL 2.4 .... 2n 

3. SOLUCION DEL PROBLEMA 

Consi deremos el cuerpo inhomogéneo con simetría alr ededor del 

eJe z y de conductividad k = S(1- Z2) • El hueco c'l í ndrico t iene z 
r adio a. La distri bución de la temperat ura u {IL , z ,tI en coordenadas 

cilíndricas , sat ' sfa e la siguiente ecuación Jiferencial 

B 8u 
8t 

k au. ) (9)( z az 

la conductividad kit en la dirección radial la consideramos constan

te. 

Las cond' ciones inic ial y de bor de que usamos son las siguien

t es. 

U(IL, Z,O) :;: ü(lt, z ) ; t=O;z > O 

1) u (a , z ,t ) :;: g(z, t) ; t > O ; z >O; IL = a. 

U(IL,O,t) h(IL,t ) ; t> O ; z =O 
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Aplicando la trans~onnada de Weber dada por (1 ) con \l =O, a la 

ecuaci6n diferencial (9), teniendo presente (4) y las condiciones 

1), se obtiene 

k. [- n2 u(n,z,t) - ! g(Z,tJ] + ~ [[1- Z2) aUJ (10) 
TI dZ az 

donde k = k,/f3 es l a di fusividad. 

Multiplicando la ecuación (10) por P + (z) , integrando entre2n. 1 
los lími tes 10 ,1 ), de acuerdo a las expresiones (6) y (8), se obtie 

ne 

d U
L

(n, 2n. + 1, t) 
k [- n 2 UL (n, 2n. + 1 , t J - ~ 9 L (2 n. + 1 , ;t )J + 

dt 

+ (2 n. + 1) P (O) h(n,t) - (2n. + 2) (2n. + 1) uL(n, 2n.+ 1,,tJ 11)2n. 

Poniendo 

Q(n, 2n. + 1, t) 

la ecuación diferencial (11) tiene por solución a 
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2
+ 	 ft Q1 n, ZI1+1, t l e.-[f¿n +(211+1 ) (211+2 J] [T-t ] dT 

o 

De acuerdo a los teoremas de invers ión (3) y (7 ), la solu

ción formal de la ecuaci ón diferencial (1 ), es 

co 

(411+ 3) uL( n, ZI1 +1 , tJ xu.(Jt , z ,tl L 
n= o 

x P + (zl ndn 	 (12)
2» 	1 

4. 	 CASOS ESPECIALES 

Vamos a considerar un ejemplo de aplicación del resultado gene

ral (12). Supongamos que la temperatura inicial sea T y que la temo 
peratura en la superficie It =a sea una constante TI; además la tem

peratura en z = O es nula; o sea que 

t = O 

g(z,tl = TI ; t > O j Jt = a 

h(lt,tl = O ; t > O j Z = O 
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En virt ud de [S, p. 276] Y [31, se t iene 

( - 1) nr (~ + n) 
¡; r(2 + n ) 

(13) 

n (1 \ (-1 ) r - + n} 
= T 2 (14) 

1 ~ r; r (Z +vll 

-
h (n , -t l O 

Llamando 

(_1)11 r (} + 11) 
td l11 (1 S)

¡; r l2 + 11) 

(211 + 1)(211+2) ,\2 (16) 

y poniendo 

y aplicando el resultado [5. p.3S3 (19)J . la solución (12) toma la 

fonna 
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H!2.) (Ry)Ti 
u. (Il., z , t) = \' (4n+ 3) P + (z) fI.(n) +

L 2.n 1 (2. )2 n Ha [y) 

+ !.. L [4n+ 3] P + (z] 1\(n] e-
y21 

x 
TI n 2n 1 

ro -1U1 Jn(U RIyn (ul - y (UR1 J![(1 
~ O O¡

O J2 tul +y 
2 tu)

O O 

5. VERIFICACION DE LA SOLUCION 

Para T = O (t = O) el r esultado (17 ) 

reduce a 

T o
u.(Il.,Z,O) - I (4 11 + 3 ) P 

T 
O 

u. 
du 


(17) 

, de acuerdo a [5, p. 353] , 

+ (z ) A{n) 
2 2. n 1

11 

Pero, en virtud de l a de finic i ón (7), se t iene 

- I (411+ 3) P + (z) A(I1) " 7 (18)2 211 111 

por lo que 
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U(fL,Z,O) T o 

que es l a condici ón ini cial impuesta. 

Par a l a condición de borde Jr.. -) a i R - ) 1 i entonces el segundo 

swnando se anul a ; mientras que el primer sumando, por la propiedad 

(18), se reduce a: 

u.(a,z,tl = T 
1 

que es l a condición de borde impuesta. 

Consideremos que el medio material sea de extensión infinita en 

la dirección z, lo que significa que en la ecuación diferencial (9), 
a2 uno i nt erviene el sumando _; con lo que y = O. En estas condi
dZ 2 

ciones, l a solllción (1 2) toma la fonna 

U(fL,z ,tJ T + 
1 

Esta integral ha si do tabulada por Jaeger [6] , para diferen
tes r angos de T y R. 

Si T = O; entonces est a solución se reduce a l a dada en [lJ. o 
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