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Abstract

The effect of the attenuation caused by obstacles such as “knife edge” is a major communication 
problem for fixed receivers and / or mobile. In this paper the propagation mechanism, by different paths, 
is studied when radio waves interact with metal objects and / or dielectric. The mechanisms governing the 
radio propagation are complex and diverse. Generally, the losses are attributed to the phenomenon of dif-
fraction, reflection, refraction and dispersion or combinations thereof, all this according to the frequency 
band used and the atmospheric environment in which electromagnetic waves propagate. This paper pres-
ents an explicit development of the double integral Fresnel Xiongwen raised by Zhao, whose resolution is 
obtained by means of mathematical analysis techniques, after already raised the integral approach which 
is reached from theoretical developments in physical - mathematical, using the Fresnel-Kirchhoff theory to 
predict the electromagnetic attenuation in the case of one and multiple “knife edges”. This paper considers 
only the phenomena of diffraction and reflection, for one and double knife edges.

Keywords: diffraction, double edge of knife, radio propagation.

Determinación de la solución de la integral doble 
 de Fresnel para predecir la atenuación 

electromagnética en el caso de doble filo de cuchillo 
 con reflexión en la superficie terrestre

Resumen

El efecto de la atenuación causada por obstáculos tipo “filo de cuchillo” es un importante problema de 
comunicación para receptores fijos y/o móviles. En este trabajo el mecanismo de propagación, por diferen-
tes trayectorias, es estudiado cuando ondas de radio interactúan con objetos metálicos y/o dieléctricos. Los 
mecanismos que gobiernan la radio propagación son complejos y diversos. Generalmente, las pérdidas son 
atribuidas a los fenómenos de difracción, reflexión, refracción y dispersión o sus combinaciones, todo esto, 
dependiendo de la banda de frecuencia utilizada y al medio atmosférico en el cual se propagan las ondas 
electromagnéticas. Este trabajo presenta un desarrollo explícito de la integral doble de Fresnel, planteada 
por Xiongwen Zhao, cuya resolución se obtiene por medio de técnicas de métodos numéricos, después de 
planteada la integral y a cuyo planteamiento se llega a partir de desarrollos teóricos de carácter físico – ma-
temático, recurriendo a la teoría de Fresnel-Kirchhoff para predecir la atenuación electromagnética en el 
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Introducción

La física óptica o la teoría de Fresnel - Kirch-
hoff, es usada frecuentemente para analizar 
problemas de propagación de ondas de radio ter-
restres, aplicando eficientes técnicas numéricas, 
las cuales constituyen una herramienta matemáti-
ca importante utilizada en el desarrollo de mod-
elos de predicción que contribuyen a una mejor 
planificación y dimensionamiento de sistemas de 
comunicaciones terrestres, lo que redunda en un 
aumento en la precisión en la estimación del nivel 
de señal recibida en un sistema de comunicacio-
nes inalámbricas. Se presenta un algoritmo que 
permite predecir la atenuación de una señal de 
radiofrecuencia en presencia de dos obstáculos, 
considerando solamente los fenómenos de difrac-
ción y reflexión.

Formulación matemática

La Figura 1 muestra la geometría para el es-
tudio del fenómeno de difracción y reflexión para 
el caso de doble “filo de cuchillo”, en la cual se 
aprecian los obstáculos y las antenas transmisora 
y receptora, donde HT, HR, H1 y H2 son las alturas 
relativas a tierra para el transmisor, el receptor, y 
los dos filos de cuchillos, respectivamente.

Atenuación para doble filo de 
cuchillo, con reflexión desde tierra

Se considera la difracción con reflexión de-
bido a doble filo de cuchillo. Se asume que HT, 
HR, H1 y H2 son las alturas relativas a tierra para 
el transmisor, el receptor y los filos de cuchillos. 

Las distancias entre el transmisor y el primer filo 
de cuchillo, entre los dos filos de cuchillo y el se-
gundo filo de cuchillo y el receptor son a, b, y c, 
respectivamente. En la formulación matemática 
son RF1, RF2, RF3 los coeficientes de reflexión cor-
respondientes a las regiones que comprenden las 
distancias a, b y c, respectivamente. Si se man-
tiene el punto de transmisión como punto de ref-
erencia, el campo recibido relativo al espacio li-
bre, en el punto R es según [1]:
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caso de uno y doble filos de cuchillos. En este trabajo se considera solamente los fenómenos de difracción 
y reflexión, para uno y dos “filos de cuchillos”.

Palabras clave: difracción, reflexión, doble filo de cuchillo, radio propagación.
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Figura 1.Representación gráfica de doble filo de cuchillos.
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= − = −, .1 1 2 2h H H h H HT T . Se asume que los 

coeficientes de reflexión desde tierra son constan-
tes y que la ecuación (1) se divide en ocho campos, 
desde E1 hasta E8.
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Al desarrollar la ecuación (8) se obtienen 
ocho campos, llamados
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El significado físico de los ocho campos 
son: difracción-difracción (E1), difracción-difrac-
ción-reflexión (E4), difracción-reflexión-difracción 
(E3), difracción-reflexión-difracción-reflexión (E7), 
reflexión-difracción-difracción (E2), reflexión-
difracción-difracción-reflexión (E6), reflexión-di-
fracción-reflexión-difracción (E5), reflexión-difrac-
ción-reflexión-difracción-reflexión (E8).

El objetivo de este trabajo es evaluar la in-
tegral que define el campo E1 ya que los campos 
restantes se calculan de manera análoga [2-5]. Se 
tiene entonces:
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Es decir,
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Se hace un cambio de variable mediante la 
siguiente transformación [2-4],
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Calculando el Jacobiano de la transforma-
ción 1−T  tenemos,
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Resultados y discusión

En este estudio se observó que, al comparar 
la Figura 2 con la curva obtenidas por Xiongwen 
Zhao, en la Figura 7, de su trabajo [1], para obte-
ner esta curva se utilizaron los ocho campos. Se 
aprecia coincidencia en las formas de las curvas 
así como en los valores de las abscisas en los cua-
les se alcanzan los máximos y mínimos y también 
en los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

En las Figuras 3 y 4 se observan curvas muy 
parecidas a las curvas obtenidas en las Figuras 3 
y 4 del trabajo realizado por los autores Schnei-
der and Luebbers [6], se utilizaron los ocho cam-
pos, pero con los coeficientes de reflexión iguales 
a cero.

En las Figuras 5 y 6 se observan curvas muy 
parecidas a la curva obtenida por X. Zhao en las 

Variación de la altura 
del receptor (m)

Atenuación (dB)

Figura 2. Atenuación relativa al espacio libre 
para doble filo de cuchillo con reflexión desde 
tierra variando la altura del receptor, desde 

cero metros hasta 400 m, con a = 8000 
m y b = 2000 m y c= 10000 m. l= 0.3 m. 
HT = H1 = H2 = 200 m. RF1=RF2=RF3=1.
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Figura 3. Atenuación relativa al espacio libre 
para doble filo de cuchillo, variando la altura 

del receptor para los parámetros, igual a 
3.00 m, l = 3.0 m, a = 8000 m, b = 2000 

m, c = 10000 m, HT = H1 = H2= 50 m.

Altura del receptor (m)

 Altura del 
receptor (m)

Atenuación (dB)

Figura 4. Atenuación relativa al espacio 
libre para doble filo de cuchillo, variando 
la altura del receptor para los parámetros 
l = 3.0 m, a = 8000 m, b = 2000 m, 

c = 10000 m, HT = H1 = 50 m, H2 =0 m.

Atenuación (dB)

Distancia c (m)

Figura 5. Atenuación relativa al espacio libre 
para doble filo de cuchillo con reflexión desde 
tierra variando la distancia c, que separa al 
último obstáculo del receptor, el cual está en 
movimiento. La distancia c, que separa el se-

gundo obstáculo del receptor, varía desde 500 m 
hasta 10000 m, con a = 1000 m y b = 1000 m. 

l = 0.333 m con RF1 = RF2 = RF3 = 1.

Atenuación (dB)

Distancia c (m)

Figura 6. Atenuación relativa al espacio libre 
para doble filo de cuchillo con reflexión desde 
tierra variando la distancia c, que separa al 
último obstáculo del receptor, el cual está 

en movimiento. La distancia c, que separa el 
segundo obstáculo del receptor, varía desde 

500 m hasta 10000 m, con a = 1000 m y b = 
1000 +m. l = 0.6 m con RF1 = RF2 = RF3 = 1.

Atenuación (dB)
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Figuras 6a y 6b, de su trabajo [1], y coincidencias 
en los ejes de las abscisas, para obtener estas cur-
vas, se utilizaron los ochos campos, con polariza-
ción vertical, es decir, RF1=RF2=RF3=1.

En las Figuras 7 y 8 se observan coinciden-
cias con las curvas obtenidas por Y. Xu, Q. Tan, 
Giusepped D`Elia, Umberto G. Crovella, D. Erri-
colo y P. Uslenghi, en sus trabajos [7-10], haciendo 
la salvedad de que estos investigadores toman en 
consideración el ancho de los obstáculos, y con 
las curvas obtenidas por Komijani, Mirkamali y 
Nateghi usando el método de imágenes [11]. Para 
obtener cada curva se utilizaron los ocho campos.

En todos los casos existe un desplazamiento 
vertical de pocos decibelios, en los ejes de las or-
denadas, de las curvas obtenidas en relación con 
las curvas que han servido como referencias, ori-
ginadas posiblemente por el método matemático, 
ya que cada método ofrece una aproximación que 
puede ser por exceso o por defecto.

Conclusiones

Se obtuvo una solución analítica de la inte-
gral doble de Fresnel. Esto se logró mediante el 
uso de métodos de análisis matemáticos, relacio-
nados con el cálculo de integrales dobles, que se 
basaron en cambios de variables adecuados a la 
formulación del problema. Esto permitió, a través 
del concepto de integral doble definida, transfor-
mar dicha integral en integrales de Fresnel unidi-
mensionales, fáciles de evaluar. De esa manera, 
se consiguió la solución analítica y gráfica de la 
función integral planteada.

Dada la naturaleza aproximada de los méto-
dos de análisis numérico conocido, se consiguier-
on diferencias no significativas en los casos abor-
dados en la presente investigación al comparar las 
soluciones gráficas obtenidas con las soluciones 
gráficas obtenidas por los investigadores ya men-
cionados, en sus respectivos trabajos.

Figura 7. Atenuación relativa al espacio 
libre para doble filo de cuchillo, con reflexión 
desde tierra, variando la altura del receptor. 
La frecuencia de operación es de 25 GHz, 

HT = 39.17l, H1 = H2 = 16.91l, a = 96.08l, 
b = 16.9l, c = 96.08l. RF1 = RF2 = RF3 = 1.

Figura 8. Atenuación relativa al espacio libre 
para doble filo de cuchillo, con reflexión desde 

tierra, variando la altura del receptor. 
La frecuencia de operación es de 25 GHz, 

HT = 39.17l, H1 = H2 = 16.91l, a = 96.08l, 
b = 16.9l, c = 96.08l, RF1 = RF2 = RF3 = –1.

Atenuación (dB) Atenuación (dB)

Altura del receptor en longitudes de onda (l) Altura del receptor en longitudes de onda (l)
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