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Abstract

This paper presents the aspects concerning the modeling of flow in pipes to detect and locate leaks, 
using a state observer based approach. The pipeline model is based on the equations of water hammer, 
discretized by finite differences. This discretization requires two boundary conditions: the pressure or 
flow at the inlet and outlet of the pipe. To improve the model, the effect of friction and how to introduce 
the boundary conditions were modified. Similarly shown, comparisons of simulations with real data, the 
importance of considering the variation of the friction coefficient, and also that the correct choice of bound-
ary conditions, including the equations of the pump and flow restrictions, allow a better representation of 
the behavior dynamic flow. Also shown that the model can be used to estimate the leakageflow and position 
using state observers, and takes as an example the Extended Kalman filter type. It is further noted that the 
model obtained, it can work with only two measured variables: output pressure and input stream, instead 
of the four considered in previous work.

Keywords: water hammer, Finite Difference Model, Extended Kalman, leak detection and location.

Modelado de flujo en tuberías para detectar y localizar 
fugas utilizando un enfoque de observadores de estado

Resumen

En este trabajo se presentan los aspectos referentes al modelado de flujo en tuberías para detectar 
y localizar fugas, con un enfoque basado en observadores estado. El modelo de tubería está basado en 
las ecuaciones del Golpe de Ariete, discretizadas por diferencias finitas. Este requiere dos condiciones de 
frontera: presión o flujo a la entrada y salida de la tubería. Para mejorar el modelo, se modificó la forma 
de considerar el efecto de la fricción y la forma de introducir las condiciones de frontera. Se muestra, con 
simulaciones comparadas con datos reales, la importancia de considerar la variación del coeficiente de 
fricción, y además que la correcta selección de las condiciones de frontera, incluyendo las ecuaciones de la 
bomba y restricciones de flujo, permiten una mejor representación del comportamiento dinámico del flujo. 
Igualmente, se muestra que el modelo puede utilizarse para estimar el flujo de fuga y su posición utilizando 
observadores de estado, y se toma como ejemplo el filtro tipo Kalman Extendido. Se observó adicionalmen-
te que, con el modelo obtenido, se puede trabajar con solo dos variables medidas: presión de salida y flujo 
de entrada, en lugar de las cuatro consideradas en trabajos anteriores.

Palabras clave:  golpe de ariete, Modelo de diferencias Finitas, Kalman Extendido, detección y loca-
lización de fugas.
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1. Introducción

Una fuga en una red de tuberías, puede cau-
sar tanto la pérdida del producto que se trans-
porta, así como también graves daños ambien-
tales que deben evitarse o reducirse al mínimo 
mediante un control estricto [1]. Por tanto, la de-
tección y localización de fugas es muy importante 
para cualquier industria que transporta fluidos. 
La investigación en este tema ha sido amplia y 
ha generado varios artículos científicos, entre las 
cuales se pueden mencionar los siguientes: en [2-
4] se muestran algoritmos que están basados en 
asumir un coeficiente de fricción constante, a pe-
sar de que este coeficiente en una tubería depen-
de del flujo. Esto significa que estos algoritmos de 
detección y localización de fugas son solo validos 
en un punto de operación en particular en donde 
cambios pequeños en dicho punto pueden hacer 
que el algoritmo no funcione correctamente. En 
[5] el método de la respuesta en frecuencia es uti-
lizado para determinar la ubicación y el caudal de 
fuga en un sistema de tuberías. El flujo constante 
y oscilatorio, producido por la apertura y cierre 
periódico de una válvula, es analizado en el do-
minio de la frecuencia mediante el método de la 
matriz de transferencia. Igualmente, se desarrolla 
un diagrama de la respuesta en frecuencia de la 
válvula. Para un sistema con fugas, este diagrama 
tiene picos adicionales de resonancia de ampli-
tud de presión, estos picos son inferiores a los 
picos de amplitud de presión resonantes cuando 
no hay fugas en la tubería. El método, tiene el 
potencial de detectar fugas en sistemas de tubería 
real, para diferentes tipos de fluidos, tales como 
agua, petróleo, etc. En [6] se habla de que se nece-
sitan técnicas confiables y rápidas para localizar 
y estimar fugas en sistemas de tuberías con el fin 
de reducir la pérdida de agua tanto como sea po-
sible. El objetivo es mostrar que las pruebas en 
estado no estacionario, dan lugar a una pequeña 
sobrepresión, y ésta puede usarse para detectar y 
localizar fugas. Durante estas pruebas, es necesa-
rio registrar el historial de la presión en el tiempo 
en sólo una sección de la tubería, la sección de 
medición. Luego, se analiza la influencia que tie-
nen las fugas sobre la señal de presión, junto con 
las condiciones de descarga y el régimen de flujo 
inicial. En este trabajo se proporciona un crite-
rio fiable para una estimación aproximada del 
tamaño de la fuga, basado en los resultados de 

un procedimiento de método inverso en relación 
con las señales de presión. Más información so-
bre otros métodos de detección y localización de 
fugas pueden ser encontrados en [7-14]. Así mis-
mo, se puede decir que los métodos de detección 
y localización de fugas pueden ser abordados por 
dos clases de métodos [15]. Métodos que se ba-
san en un modelo matemático y métodos que no 
usan modelo matemático. Los métodos basados 
en modelos matemáticos permiten calcular pará-
metros de flujo en diferentes partes de la tubería; 
como el caudal de una fuga y su posición en la tu-
bería. Sin embargo, la eficacia del método depen-
de en un alto porcentaje del modelo de tubería 
con el que se trabaje. Los modelos comunes para 
estudiar las tuberías se basan en las ecuaciones 
que describen el fenómeno de Golpe Ariete [16] 
discretizadas mediante diferencias finitas. Estos 
modelos necesitan dos condiciones de contorno 
para simular las presiones y los flujos a lo largo 
de la tubería, presiones o caudales en los extre-
mos de la misma. En varios trabajos se utilizan 
las presiones al comienzo y final de la tubería; 
en [17] por ejemplo, se presenta un modelo de 
fricción para la estimación de fugas. En un traba-
jo posterior [18], se introdujo una configuración 
diferente: el flujo aguas arriba y la presión aguas 
abajo; y posteriormente se propone una mejora 
del modelo al tomar en cuenta una bomba y dos 
restricciones hidráulicas en los extremos de la 
tubería, modelo que se acerca más al comporta-
miento real de una tubería.

En el presente trabajo, se presenta el uso 
de un observador tipo filtro de Kalman basado en 
el modelo de tubería desarrollado. Es importante 
resaltar que, debido a la forma en que se selec-
cionaron las condiciones de frontera, sólo se ne-
cesitan dos mediciones en la tubería: la presión 
de entrada y el flujo de salida, mientras que otros 
enfoques requieren cuatro variables medidas. Las 
dos medidas adicionales corresponden a la pre-
sión de entrada de la bomba y la presión a la cual 
descarga la tubería consideradas constantes en 
nuestro nuevo modelo.

El artículo está organizado como sigue: En 
el punto 2 se presenta el desarrollo del modelo 
matemático, el punto 3 presenta el observador de 
Kalman, el punto 4 los resultados de las simula-
ciones realizadas y finalmente en el punto 5 las 
conclusiones.
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2. Modelo matemático de la tubería

2.1 Ecuaciones básicas del modelo  
      de tubería

Las ecuaciones del Golpe de Ariete, que re-
presentan la generación propagación, reflexión y 
atenuación de ondas de presión cuando ocurren 
cambios en el sistema de tubería, son las utiliza-
das para desarrollar los modelos de tubería [1]. 
Estas son un sistema de ecuaciones diferenciales 
parciales no lineales de tipo hiperbólico [19,20], 
las cuales son obtenidas por un balance de masa 
y energía:

2

  ;   
2

fQ QH c Q Q H
Ag

t gA z t z DA
∂ ∂ ∂ ∂

= − = − −
∂ ∂ ∂ ∂

 

(1)

donde t y z son coordenadas de tiempo y espacio, 
H es la carga de presión, ces la velocidad del so-
nido, g aceleración de gravedad, Q flujo en la tu-
bería, D diámetro de la tubería, A área de sección 
transversal, f coeficiente de fricción. 

2.2. El término de fricción

El término f de las ecuaciones (1), corres-
ponde al coeficiente de fricción de Darcy-Weis-
bach. Muchas veces en los enfoques para Detec-
ción y Localización de Fugas este coeficiente se 
considera constante. Ahora bien, f depende del 
número de Reynolds (Re) y del coeficiente de ru-
gosidad de la tubería e. La relación implícita de 
Colebrook [21], describe este coeficiente para una 
tubería de sección circular con diámetro D como:

1 1 2,51
0,86ln

3,7
e
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donde  
4ρ ρ

µ π µ
= =

VD QRe
D

 , ρ es la densidad del 

fluido y µ es la viscosidad del fluido.

La ecuación (2) no es fácil de implementar 
ya que requiere de una serie de iteraciones para el 
cálculo de f. En [17] se mostró que se puede utili-
zar una aproximación explicita conocida como la 
ecuación de Swamee-Jain, la cual se escribe de la 
siguiente manera:

2
0,91

1,325 0,27 5,74
e

f ln
D Re

−
      = +     

       
 (3)

Esta ecuación es válida para
810 / 0.01− < <e D  y 85000 10< <Re .

Debe notarse que esta formulación del tér-

mino de la fricción es estacionaria 
2

=s

fQ Q
J

DA
.

En [17] se evaluó también la posibilidad de uti-
lizar de una formulación no estacionaria, en ese 
caso se sustituye el término estacionario por 
un término que incluye los efectos no estacio-

narios 
2

 ∂ ∂
= + Φ ∂ ∂ 

u A
k Q QJ c
A t z

. En donde 

( )A sgn Q  Φ =  y k: Coeficiente de Brunone. Sin 
embargo las conclusiones indican que esta for-
mulación no aporta ventajas para la detección de 
fugas, por tanto en [17] se recomienda el uso de la 
formulación estacionaria.

2.3. Discretización espacial de Q y H

Para usar este modelo matemático para la 
detección y localización de fugas, es conveniente 
discretizarlo en el espacio.

Las derivadas parciales con respecto a z se 
pueden aproximar utilizando el método de dife-
rencias finitas. Para ello se hace una discretiza-
ción hacia adelante para la presión (H), y hacia 
atrás para el flujo (Q):
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(4)

El subíndice i en (4) representa a cada una 
de las variables en la sección i de la tubería.

También se deben considerar las condiciones 
de frontera, en nuestro caso el caudal aguas arri-
ba Q(0,t) y la presión aguas abajo H(L,t) , donde L 
es la longitud de la tubería. Igualmente, se deben 
definir las condiciones iníciales Q(z,t) y H(z,t) a lo 
largo de la tubería en el instante t = 0. Para detec-
tar y localizar fugas, el modelo puede ser comple-
tado agregando los efectos de las fugas, tomadas 
como modificaciones del flujo, por lo que el flujo 
en la posición z de la tubería, donde se produce la 
fuga se puede escribir como:

( )*
i i iQ Q F i H= +    (5)
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donde Qi es el flujo en el punto i, *
iQ  es el flujo 

después de la fuga, y Fi un coeficiente que permite 
determinar el caudal de fuga en función de la pre-
sión interna de la tubería.

2.4. Inclusión de accesorios de la tubería

Con el fin de que el comportamiento del mo-
delo se ajuste más al comportamiento real de un 
sistema de tuberías [22], se agregó la ecuación de 
una bomba y la ecuación de dos restricciones, que 
permiten simular las pérdidas de presión causa-
das por cualquier tipo de accesorios, vale decir 
válvulas, codos, reducciones, etc. (Figura 1).

La ecuación de una bomba centrífuga se es-
cribe de la siguiente manera:

2
2 1 1 1 0b inH H C Q C Q C− = + +   (6)

donde: 
b inH H−  es la altura de presión ma no-

métrica de la bomba, Q1 es el caudal manejado, 
C0, C1 y C2 son los coeficientes de la ecuación de 
la bomba.

La restricción hidráulica puede ser modela-
da a través de la siguiente de la ecuación:

2
1 1in bR Q H H= −    (7)

En este caso Rin (coeficiente de restricción) 
depende de las pérdidas de presión que ocurren 
entre la salida de la bomba y el inicio de la tube-
ría. La restricción al final de la tubería se mode-
la de manera similar a la restricción Rin (7), por 
tanto:

2
n out out nH H R Q= −    (8)

Haciendo algunas operaciones algebraicas y 
utilizando las ecuaciones (6) y (7) podemos obte-
ner la siguiente expresión para el caudal de entra-
da a la tubería:

( )( )
( )

2
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0

4
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+
  (9)

2.5. Modelo completo de la tubería

Al final se obtendrá un sistema de ecuacio-
nes no lineales que va a depender del número de 
secciones que se utilicen en la discretización es-
pacial. Para la simplificación de la presentación, 
presentamos a continuación el ejemplo de una 
discretización con solo dos secciones, en donde 
se han definido las variables: 1 1x H= , 2 2x Q= ,

3 2 x H= , 4 3x Q= , 1 entu H= , 2  atmu H= , 1 1y H= , 

2 3y Q= , para expresarlo en espacio de estado:
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(10)

Es importante resaltar que para las simula-
ciones se utilizó un modelo con más secciones y 
no con dos secciones tal como muestran las ecua-
ciones (10).

2.6. Validación del modelo

Para validar este modelo de tubería, se hi-
cieron simulaciones utilizando un simulador de 
elaboración propia en lenguaje Matlab-Simulink, 
y se simuló con los datos correspondientes a un 
prototipo real, el cual tiene 85 m de longitud y se 
encuentra en el centro de investigación mexicano 
CINVESTAV [22]. Se consideró para la compara-
ción, los datos reales de un experimento con tres 
fugas que se presentan de manera consecutiva (en 

 

Bomba
Hin

HoutH1 H2 Hn

Q1 Q2

Rin

Hb

Rout

Qn

Figura 1. Sistema de tubería real.
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los tiempos t = 100, 400, 700 respectivamente). 
En la Figura 2 se puede ver simultáneamente los 
datos de simulación Hent, Hsal, Qent, Qsal y las medi-
das experimentales realizadas en el prototipo hent, 
hsal, qent and qsal. Los coeficientes de la bomba se 
ajustaron a: C0 = 27,27; C1 = –274, C2 = –415860 
los cuales se obtienen de las curvas característi-
cas de una bomba, y los coeficientes de restricción 
se obtienen por ajuste a los datos de la zona sin 
fugas del experimento.

La adición de la bomba y las restricciones 
hidráulicas en ambos extremos de la tubería per-
mite simular en el modelo un cambio de Q y H 
en la entrada y salida de la tubería cuando se 
presenta una fuga, tal como ocurre en un siste-
ma real. En [18] se mostró una comparación de 
estos resultados con los obtenidos mediante otras 
condiciones de frontera, y sin incluir la bomba y 
la restricción. Es importante resaltar que el com-
portamiento real, observado en la Figura 2, no se 
reproduce cuando la bomba y las dos restriccio-
nes hidráulicas no forman parte del modelo.

3. Detección y localización 
de fugas utilizando 

observadores de estado

Los observadores de estado, son herramien-
tas matemáticas virtuales, que permiten estimar 
las variables o estados de un sistema en base a 

mediciones de las señales de salida y señales de 
control. Los observadores también son llamados 
sensores virtuales, ya que su implantación se lleva 
a cabo en microprocesadores, y tienden a reali-
zar la misma tarea que un sensor físico. Existen 
enfoques lineales y no-lineales para la estimación 
de estados. En el caso de sistemas lineales el lla-
mado observador de Luenberger ofrece una so-
lución completa al problema de la estimación de 
variables de estado, el cual tendría una aplicación 
valida solo en un rango pequeño de funcionamien-
to. Los observadores no lineales por su parte son 
capaces de copiar directamente las no linealida-
des del proceso. En función de la forma en que se 
pueda escribir el modelo, hay varias soluciones 
disponibles para sistemas no lineales [11]. Una 
solución sencilla, seria considerar el diseño de un 
observador Extended Kalman [23].

3.1. Observador tipo Kalman Extendido

Las ecuaciones del modelo (10), se pueden 
escribir de forma compacta de la siguiente ma-
nera:

( ),x f x u

y Cx

=

=



   (11)

Luego, basados en la forma (11), se pueden 
estimar los parámetros de la fuga (magnitud de la 
fuga y su posición) a través del uso de un observa-
dor tipo Kalman Extendido.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
3

3.5

4

4.5

5
x 10

-3 Caudal de Entrada y de Salida

tiempo(s)

Q
(m

3/
s)

 

 

Qin
Qout
qin
qout

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
2

4

6

8
Presión de Entrada y de Salida

tiempo (s)

H
(m

)

 

 

Hin
Hout
hin
hout

Figura 2. Comparación entre datos simulados y datos reales cuando se presentan tres fugas simultaneas 
(en el tiempo t=100, 400, 700 s).
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El observador tipo Kalman Extendido está 
definido como [21]:

( ) ( )

( )

1

1

ˆ ˆ ˆ

ˆ
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T T
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−

−

= − −
=
= + − + +
∂

=
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   (12)

donde las matrices W y V deben ser definidas po-
sitivas. Igualmente, W representa el ruido en los 
estados y V representa el ruido en las salidas.

Como se ve en la Figura 3, para detectar y 
localizar una fuga, se necesita al menos dividir la 
tubería en dos secciones, a fin de poder incluir la 
posición z2 que es donde se presenta la fuga. 

En ese caso, z1 = 0, z2 = posición de la fuga, 
y z3 = L en la representación en el espacio de es-
tado presentada en la ecuación (10). Ahora bien, 
para estimar específicamente los parámetros de 
fugas, se debe ampliar el modelo agregando dos 
estados más de la manera siguiente: x5 = z2 que 
representa la posición en donde se presenta la 
fuga y x6 = F(i) que representa el coeficiente de 
fuga. Con estas definiciones de estados el modelo 
de tubería se convierte en:
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4. Simulaciones y resultados

En esta sección se presentan algunos re-
sultados de la detección y localización de fugas, 
utilizando el enfoque planteado. Para las simula-
ciones, la dinámica de la tubería está represen-
tada por un modelo de la forma (10), pero con 
12 secciones, y los valores numéricos son to-
mados de un prototipo presentado en [22]. Los 
parámetros correspondientes a la simulación 
son: g = 9,81 m/s, C = 373 m/s, A = 0,003 m2, 
L = 85 m. Las condiciones de operación son: Flu-
jo de entrada u1 = Q1 = 0,0043 m3 y presión de 
salida u2 = 3,5 m. Igualmente las medidas usa-
das en el observador son contaminadas con ruido 
blanco. Para el observador del tipo Kalman ex-
tendido se utilizó el diseño en base a 2 secciones 
(12).

La Figura 4 muestra los resultados de la 
estimación con el observador. En esta figura se 
puede ver como el observador estima la posición 
de la fuga muy rápidamente y de manera bastante 
exacta. Igualmente, se ve que la estimación de Qf 

es correcta y precisa.

También se verificó la habilidad del observa-
dor para estimar diferentes posiciones de la fuga 
y diferentes porcentajes de la misma a lo largo de 
la tubería. En la Figura 5, se muestran los resul-
tados de la estimación para fugas localizadas en 
28,33, 56,67 y 70,833 m de longitud de tubería L. 
Igualmente, en la Figura 6 se muestran las estima-
ciones de tres diferentes porcentajes de fuga, 10, 
20 y 30% del caudal de entrada Q1. Se puede ver 
en Figura 5 y Figura 6 que el observador estima 
de forma rápida tanto las diferentes posiciones 
como los diferentes porcentajes de fuga. En estas 
figuras se puede ver que el observador estima de 
manera correcta y precisa tanto la posición de la 
fuga como el flujo (Qf) de la misma.

Figura 3. Esquema del modelo de tubería usado para detectar y localizar fugas.

Hent=u1

Hb
H1=x1 H2=x3 H3

Q1 Q2=x2 Q3=x4 Hatm=u2

z1 z2 z3

L

Rent Rsal
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5. Conclusiones

En este artículo se presentó el modelado del 
flujo en tuberías para detectar y localizar fugas en 
tuberías con un enfoque basado en observadores 
de estado. Este enfoque se basó en un modelo de 
tubería mejorado, al adicionar al modelo de tube-
ría una bomba y dos restricciones. El comporta-
miento de este modelo mejorado se validó compa-
rando su desempeño con datos reales obtenidos 
de un banco de prueba experimental para fugas. 
Luego, se presentó un observador del tipo filtro de 
Kalman extendido con el propósito de estimar de 
forma simultánea el caudal de fuga y su posición. 
La implementación del observador, requirió sola-
mente de dos variables medidas, y se observó que 
el mismo estima la posición de la fuga y su caudal 
muy rápidamente y de manera bastante exacta.
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Figura 4. Resultados de la estimación de una 
fuga del 10% de Q1 y una posición de 63.75 m.
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Figura 5. Diferentes posiciones de la fuga.

Figura 6. Estimación de tres 
diferentes porcentajes Qf .
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