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Resumen

Un álgebra semitrenzada es un álgebra A sobre un anillo conmutativo Λ con unidad,

equipada con un operador R ∈ End (A ⊗ A) que satisface la ecuación de Yang-Baxter,

R(1 ⊗ a) = a ⊗ 1 y R(a ⊗ 1) = 1 ⊗ a. El cálculo diferencial semitrenzado ΩR(A) se

obtiene del cálculo diferencial universal módulo las relaciones a db =
∑

i(db
i)ai, donde

R(a ⊗ b) =
∑

i ai ⊗ bi. Demostramos una versión del Lema de Poincaré para el álgebra

semitrenzada de Heisenberg sobre R[x].

Palabras y frases clave: formas diferenciales no conmutativas, álgebra semitrenzada, Lema

de Poincaré.

Abstract

A quasi-braided algebra is an algebra A on a commutative ring Λ with unit, equipped with

an operator R ∈ End (A⊗A) which satisfaces the Yang-Baxter equation, R(1⊗a) = a⊗1 and

R(a⊗1) = 1⊗a. The quasi-braided di�erential calculus ΩR(A) is obtained from the univer-

sal di�erential calculus modulo the relations a db =
∑

i(db
i)ai, where R(a⊗ b) =

∑
i ai ⊗ bi.

We show a version of Poincaré's Lemma for a quasibraided Heisenberg algebra on R[x].

Key words and phrases: non-commutative di�erential forms, quasi-braided algebra,

Poincaré's Lemma.

1 Introducción

El Lema de Poincaré es un resultado clásico en topología diferencial que establece que siM es una
variedad suavemente contráctil a un punto p ∈ M , entonces que toda forma diferencial cerrada
sobre M es exacta (ver Corolario 18 en Spivak [16]). En términos del complejo de De Rham
(Ω∗(M), d), el resultado establece que para tal variedad la cohomología es trivial, por ejemplo,
en el caso de coe�cientes reales, tenemos que

Hi(M) =

{
R si i = 0,

0 si i > 0.
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El Lema de Poincaré constituye, junto con el Teorema de Stokes, las piezas fundamentales pa-
ra demostrar el Teorema de De Rham que establece un isomor�smo entre la cohomología del
complejo de formas diferenciales y la cohomolgía singular de la variedad (ver Spivak [16, p. 457]).

Algunos resultados se han obtenido al aplicar versiones generalizadas del complejo de De
Rham. Por ejemplo, Cenkl y Porter [5] estudiaron el complejo de formas diferenciales moderadas.
Similarmente, Karoubi [9] analizó el complejo de formas diferenciales no conmutativas con coe�-
cientes racionales y Mejías [13] trabajó con el complejo de formas no conmutativas moderadas.

Un álgebra trenzada es un álgebra A sobre un anillo conmutativo Λ con unidad y equipada
con un operador de Yang-Baxter R, es decir, un operador invertible R ∈ End (A ⊗ A) tal que,
si R1(a1 ⊗ a2 ⊗ a3) = R(a1 ⊗ a2) ⊗ a3 y R2(a1 ⊗ a2 ⊗ a3) = a1 ⊗ R(a2 ⊗ a3), se satisface
la ecuación R1R2R1 = R2R1R2. Además, R(1 ⊗ a) = a ⊗ 1, R(a ⊗ 1) = 1 ⊗ a, R(µ ⊗ id) =
(id ⊗ µ)R1R2 y R(id ⊗ µ) = (µ ⊗ id)R2R1, siendo µ la multiplicación en A. Las dos últimas
igualdades establecen cierta compatibilidad entre un álgebra trenzada y el grupo trenzado Bn

(ver Baez [1] y Kassel [11]).

El cálculo diferencial trenzado ΩR(A) se obtiene del cálculo diferencial universal Ωu(A) (for-
mas diferenciales no conmutativas introducidas por Connes [6]) módulo las relaciones a db =∑

i(db
i)ai, donde R(a⊗ b) =

∑
i ai ⊗ bi.

En este artículo consideramos un concepto más débil que el de álgebra trenzada: Un �álgebra
semitrenzada�, un álgebra A sobre un anillo conmutativo Λ con unidad, equipada con un operador
R ∈ End (A⊗A) que satisface la ecuación de Yang-Baxter, R(1⊗ a) = a⊗ 1 y R(a⊗ 1) = 1⊗ a;
es decir, suprimimimos la condición de invertibilidad y la compatibilidad con el grupo trenzado.
Seguidamente se establece el cálculo diferencial semitrenzado ΩR(A) como el cociente del cálculo
diferencial universal Ωu(A) por el ideal generado por las relaciones a db =

∑
i(db

i)ai, donde
R(a⊗ b) =

∑
i ai ⊗ bi.

Aplicando construcciones y técnicas similares a las de Baez [1] demostramos una versión del
Lema de Poincaré para el álgebra semitrenzada de Heisenberg sobre R[x] (Teorema 6.2).

2 El cálculo diferencial universal

El cálculo diferencial universal sobre un álgebra fue introducido por Connes [6] y [7] como una
generalización del complejo de formas diferenciales sobre una variedad y fue utilizado posterior-
mente por Karoubi [10] para construir el complejo no conmutativo de De Rham.

Sea A un álgebra sobre un anillo conmutativo Λ con unidad. Las formas diferenciales de grado
n son los elementos del producto tensorial de Λ-álgebras

Tn(A) = A⊗Λ A⊗Λ · · · ⊗Λ A︸ ︷︷ ︸
n + 1 factores

.

Tenemos pues que T ∗(A) =
⊕

n≥0 T
n(A) es una Λ-álgebra con multiplicación · : Tn(A) ⊗

Tm(A)→ Tn+m(A) de�nida por

α · β = a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ (an · b0)⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bm.

para todos α = a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ∈ Tn(A) y β = b0 ⊗ b1 ⊗ · · · ⊗ bm ∈ Tm(A).
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El operador diferencial D : Tn(A)→ Tn+1(A) está de�nido por

D(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = 1⊗ a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an

+

n∑
j=1

(−1)ja0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ aj−1 ⊗ 1⊗ aj · · · ⊗ an

+(−1)n+1a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ 1.

Teorema 2.1. Si ω ∈ Tn(A) y θ ∈ Tm(A), entonces

(1) D2(ω) = 0.

(2) D(ω · θ) = D(ω) · θ + (−1)nω ·D(θ) (la identidad de Leibniz).

Es decir, T ∗(A) es un álgebra diferencial graduada. La cohomología del complejo (T ∗(A), D)
es trivial.

Ahora consideremos Ω0(A) = A y Ω1(A) = ker(µ), entonces el módulo Ω1(A) sobre Λ es un
bimódulo sobre A. Las formas diferenciales no conmutativas de grado n son los elementos del
producto tensorial de A-módulos

Ωn(A) = Ω1(A)⊗A Ω1(A)⊗A · · · ⊗A Ω1(A)︸ ︷︷ ︸
n factores

.

La suma directa
Ωu(A) =

⊕
n≥0

Ωn(A)

es un álgebra graduada cuyo producto está de�nido por yuxtaposición de productos tensoriales.
La diferencial d : Ω0(A)→ Ω1(A) está dada por

d(a) = 1⊗ a− a⊗ 1.

Así tenemos el isomor�smo de Λ-módulos A ⊗ A/Λ → Ω1(A) tal que a ⊗ b̄ 7→ a db, entonces
Ωn(A) puede ser identi�cado con el producto tensorial de Λ-módulos

A⊗A/Λ⊗A/Λ⊗ · · · ⊗A/Λ︸ ︷︷ ︸
n factores

.

Una forma ω ∈ Ω1(A) puede escribirse como una combinación lineal de términos del tipo
a0 da1da2 . . . dan y el mor�smo d se extiende a las formas de grado n de Ωn(A) por

d(a0 da1 . . . dan) = da0da1 . . . dan = 1 da0da1 . . . dan.

Teorema 2.2. Si ω ∈ Ωn(A) y θ ∈ Ωm(A), entonces

(1) d2(ω) = 0.

(2) d(ω · θ) = d(ω) · θ + (−1)nω · d(θ) (la identidad de Leibniz).

El álgebra Ωu(A) es el cálculo diferencial universal para A debido a que constituye la solución
a un problema universal: Para un álgebra diferencial graduada B∗ y un mor�smo de álgebras
f : A → B0 existe un único mor�smo de álgebras diferenciales graduadas f∗ : Ωu(A) → B∗ el
cual coincide con f en grado 0.

Existe una inclusión que envía Ωu(A) → T ∗(A). Por otra parte, para cualquier n ≥ 0 existe
un operador proyección J : Tn(A)→ Ωn(A) dado por J(a0 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an) = a0 da1 . . . dan.
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3 Álgebras trenzadas

Considerables esfuerzos han sido realizados, particularmente por Karoubi [9, 10], Baez [1, 2] y
Cenkl [4] para el estudio de la cohomología del cálculo diferencial de un álgebra trenzada, la cual
es un álgebra A sobre un anillo Λ con un operador R ∈ End (A ⊗ A) que generaliza la función
a⊗ b 7→ b⊗ a y está relacionado de una forma especial con el grupo trenzado.

Si R ∈ End (A⊗A), entonces para cada i, con 1 ≤ i ≤ n− 1, de�nimos Ri ∈ End (A⊗n) por

Ri(a1 ⊗ · · · ⊗ an) = a1 ⊗ · · · ⊗ ai−1 ⊗R(ai ⊗ ai+1)⊗ ai+2 ⊗ · · · ⊗ an.

La siguiente igualdad sobre A⊗3

R1R2R1 = R2R1R2 (3.1)

es conocida como la ecuación de Yang-Baxter. Si R ∈ End (A ⊗ A) es invertible y satisface la
ecuación (3.1) decimos que R es un operador de Yang-Baxter. Decimos que R es fuerte si R2 = id.

Ejemplo 3.1. Para cualquier álgebra A, la función R : A⊗A→ A⊗A dada por

R(a⊗ b) = b⊗ a

es un operador de Yang-Baxter fuerte.

Ejemplo 3.2. Si A es un álgebra graduada, la función R : A⊗A→ A⊗A dada por

R(a⊗ b) = (−1)deg a deg b b⊗ a

es un operador de Yang-Baxter (deg denota el grado).

Ejemplo 3.3. La función R : R[x]⊗ R[x]→ R[x]⊗ R[x] dada por

R(xm ⊗ xn) = 2mn xn ⊗ xn

satisface la igualdad (3.1), pero no es un operador de Yang-Baxter porque no es invertible.

El grupo trenzado Bn generado por s1, . . . , sn es aquél determinado por las relaciones

sisj = sjsi, si |i− j| ≥ 2,

y

sisi+1si = si+1sisi+1

para i = 1, 2, . . . , n. Entonces R ∈ End (A ⊗ A) es un operador de Yang-Baxter si solo si las n
funciones si 7→ Ri se extienden a una representación ρ de Bn a A⊗(n+1).

Un álgebra trenzada o una r-estructura es un par (A,R), donde A es un álgebra con mul-
tiplicación µ y R es un operador de Yang-Baxter sobre A, tal que se satisfacen las siguientes
ecuaciones

R(1⊗ a) = a⊗ 1 y R(a⊗ 1) = 1⊗ a. (3.2)

para todo a ∈ A, y

R(µ⊗ id) = (id⊗ µ)R1R2 y R(id⊗ µ) = (µ⊗ id)R2R1, (3.3)

Divulgaciones Matemáticas Vol. 18, No. 2 (2017), pp. 18�25



22 Fernando Mejías

como funciones de A⊗3 en A⊗2. Cuando en el contexto está claro el operador R nos referimos a
A como un álgebra trenzada. Las ecuaciones (3.3) describen la relación entre el operador R y el
grupo trenzado Bn (ver [1]).

Así, en particular, las estructuras indicadas en los ejemplos 3.1 y 3.1 son álgebras trenzadas. El
operador indicado en el Ejemplo 3.3, además de no ser invertible, no cumple la segunda ecuación
de (3.3).

Un ideal trenzado I de un álgebra trenzada A es un ideal I ⊂ A tal que R preserva a
I ⊗ A + A ⊗ I. Dadas dos álgebras trenzadas (A,RA) y (B,RB) decimos que f : A → B es un
mor�smo de álgebras trenzadas si es un mor�smo y (f ⊗ f)RA = RB(f ⊗ f).

Para algunos casos especiales Baez [1] estudia el cálculo diferencial ΩR(A) de un álgebra
trenzada (A,R), considerado como el cociente del cálculo diferencial universal Ωu(A) por las
relaciones

a db =
∑
i

(dbi)ai, (3.4)

donde
R(a⊗ b) =

∑
i

bi ⊗ ai. (3.5)

4 Álgebras semitrenzadas

Como se indicó en el Ejemplo 3.3, el hecho de que un operador R ∈ End (A ⊗ A) sea solución
de la ecuación (3.1) no dota al álgebra A con una estructura trenzada porque no es invertible ni
es compatible con el grupo trenzado Bn. Sin embargo, para este tipo de operadores, se obtienen
algunos resultados parciales en el espíritu de aquéllos que Baez [1] probó para álgebras trenzadas.

Un álgebra semitrenzada es un par (A,R), donde A es un álgebra y R ∈ End (A⊗A) satisface
las ecuaciones (3.1) y (3.2). Un ideal semitrenzado I de un álgebra semitrenzada A es un ideal
I ⊂ A, tal que R preserva a I ⊗ A + A ⊗ I. Dadas dos álgebras trenzadas (A,RA) y (B,RB)
decimos que f : A→ B es un mor�smo de álgebras semitrenzadas si es un mor�smo y (f⊗f)RA =
RB(f ⊗ f).

Análogamente, el cálculo diferencial ΩR(A) para un álgebra semitrenzada (A,R) se de�ne por
ecuaciones (3.4) y (3.5) puestas en contexto.

5 La fórmula de Künneth y el Lema del Diamante

En esta sección presentamos dos teoremas clásicos que cumplen una función de resultados auxilia-
res en la prueba del �Lema de Poincaré�. En primer lugar la fórmula de Künneth para cohomología,
que establece que si Λ es un campo, y X e Y son dos espacios topológicos con Hi(X) de tipo
�nito, entonces existe un isomor�smo de álgebras

H∗(X)⊗H∗(Y )→ H∗(X × Y ). (5.1)

Esta ecuación es una consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 5.1. Sean C y C ′ complejos de cadenas que se anulan por debajo de cierta dimen-
sión. Supongamos que C es libre y �nitamente generado en cada dimensión, entonces existe una
sucesión exacta natural

0 −→ ⊕p+q=mH
p(C)⊗Hq(C)

Θ−→ Hm(C ⊗ C ′) −→ ⊕p+q=m Hp+1(C) ∗Hq(C ′) −→ 0.
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Esta sucesión se escinde si C ′ es libre y �nitamente generada en cada dimensión.

Para la demostración de este resultado ver Munkres [14, pp. 357-358]. También puede consi-
derarse la presentación análoga en Spanier [15, pp. 246-247].

El otro resultado auxiliar es un resultado que algunas veces es conocido como el �Lema del
Diamante�. Sean Λ un anillo conmutativo, L[·, ·] un álgebra de Lie sobre Λ y Λ〈X〉 el álgebra
libre sobre Λ. Denotemos por Λ[L] al cociente Λ〈X〉/I, donde I es el ideal generado por todos
los elementos ab− ba− [a, b] con a, b ∈ L. Identi�camos a L con el submódulo de Λ〈X〉 generado
por X y para a ∈ L denotamos por a′ la imagen de a en Λ[L].

Teorema 5.2 (Poincaré-Birkho�-Witt). Si � es un orden total en X, entonces k[L] es un k-
módulo libre con una base formada por todos los productos x′y′ · · · z′ tal que x, y, ..., z ∈ X, y
x � y � · · · � z.

Este resultado es una consecuencia de un resultado de gran generalidad conocido más fre-
cuentemente como el Lema del Diamante. Para la demostración del Teorema 5.2 ver Bergman [3,
pp. 186-187].

6 Lema de Poincaré para álgebras semitrenzadas

En esta sección demostramos el �Lema de Poincaré� para un álgebra semitrenzada construida a
partir del Ejemplo 3.3, utilizando técnicas similares a las de Baez [1]. Recordemos que para un
álgebra de Lie (L, [·, ·]), el cubrimiento universal U(L) = T (L)/I, donde I es el ideal generado
por los elementos de la forma xy− yx− [x, y]. Dados un espacio vectorial V sobre un cuerpo F y
φ : V × V → F una forma bilineal antisimétrica, entonces el espacio V ⊕ F es un álgebra de Lie
con:

[u+ αe, v + βe] = φ(u, v)e,

para todos u, v ∈ V , α, β ∈ F, e = (0, 1) ∈ V ⊕ F. El álgebra de Heisenberg H sobre V es el
cubrimiento universal U(V ⊕F). Dado } ∈ F, el álgebra de Weyl H} es el cociente de H por ideal
generado por e − } y denotemos por j la proyección j : H → H}. Por el Teorema 1 de Baez [1]
existe una única estructura de álgebra trenzada sobre H} dada por

R̂(u⊗ v) = v ⊗ u+ }φ(u, v)(1⊗ 1),

para todos u, v ∈ V .
Tomando el caso F = R y V = R[x] podemos utilizar R̂ y el Ejemplo 3.3 para de�nir una

estructura semitrenzada sobre H} así:

R(xm ⊗ xn) = 2mnxn ⊗ xm + }φ(xm, xn)(1⊗ 1),

Ahora consideramos Ω(H}) = ΩR(H}) el cociente Ωu(H}) por las relaciones

a db =
∑
i

(dbi)ai,

donde

R(a⊗ b) =
∑
i

bi ⊗ ai.
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Teorema 6.1. Sean } ∈ R, j∗ : Ω(H)→ Ω(R[x])⊗Ω(H}) inducida por la proyección j : H→ H}
y p : Ω(R[x]) → R el homomor�smo determinado por p(x) = } y p(dx) = 0, entonces existe un
isomor�smo de complejos diferenciales y de Ω(R[x])-módulos ϕ : Ω(H) → Ω(R[x]) ⊗ Ω(H}) tal
que

(p⊗ id) ◦ ϕ = j∗.

Demostración. Por el Teorema 5.2 tenemos que los elementos del tipo

ω = xi0(dx)k0xi1(dx)k1 · · ·xin(dx)kn

constituyen una base para Ω(H). De�nimos ϕ : Ω(H)→ Ω(R[x])⊗ Ω(H}) por

ϕ(ω) = xi0(dx)k0 ⊗ xi1(dx)k1 ⊗ · · · ⊗ xin(dx)kn .

Es fácil comprobar que ϕ es un mor�smo de complejos diferenciales y de Ω(R[x])-módulos y que
(p ⊗ id) ◦ ϕ = j∗. Para demostrar que ϕ es inyectiva basta aplicar nuevamente el �Lema del
Diamante� para concluir que los elementos de la forma

xi0(dx)k0 ⊗ xi1(dx)k1 ⊗ · · · ⊗ xin(dx)kn

Constituyen una base para Ω(R[x])⊗ Ω(H}). �
Finalmente tenemos la siguiente versión del Lema de Poincaré para el álgebra de Heisenberg:

Teorema 6.2. Tenemos que la cohomología de De Rham Hp(Ω(H)) = 0 si p > 0 y H0(Ω(H)) =
R.

Demostración. Por el Teorema 6.1 y la fórmula de Künneth (ecuación (5.1)) tenemos que

H(Ω(H)) = H(Ω(R[x]))⊗H(Ω(H})), para todo } ∈ R,

Pero tenemos que Hp(Ω(R[x])) = 0 si p > 0 y H0(Ω(R[x])) = R, por lo tanto Hp(Ω(H})) tambio
cumple. Para concluir la prueba basta tomar } = 0. �
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