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Resumen

El propósito de este trabajo es decidir si un operador invertible es lleno, cuando el álgebra
fuertemente cerrada generada por dicho operador, tiene un operador de Riesz que es lleno. He-
mos usado las técnicas de Karanasios, quien a través de las propiedades del rango numérico
espacial de un operador, definido en un espacio de Banach uniformemente convexo, caracteri-
za los operadores llenos.
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Full operators on unifor convexity spaces

Abstract

The objective of this work is to decide whether an invertible operator is full, when the
strongly closed algebra generated by itself has a full Riesz operator. We have made used Kara-
nasios’ techniques, who characterizes the full operators when the spatial numerical range of an
operator defined on a uniformly convex space Banach space is intervening.

Key words: full operators, spatial numerical range.

Introducción

Esta investigación está orientada a ge-
neralizar a espacios de Banach uniforme-
mente convexos, algunos resultados que so-
bre operadores llenos se tienen en espacios
de Hilbert separable.

Una estructura fundamental que lleva
a obtener información sobre un operador
definido en un espacio de Hilbert separable,
es el álgebra débil por este operador genera-
da. En este sentido los trabajos de Erdos [1,
2], han constituido una guía importante, ya
que las técnicas dadas en sus trabajos, has-
ta incluso en estos momentos, son de ayuda
fundamental para estudiar las propiedades

de llenitud de algunos operadores. Además
los trabajos de Erdos generalizan algunos
resultados de Feintuch, que aseguran la
pertenencia del inverso de un operador in-
vertible definido en un espacio de Hilbert se-
parable, cuando en el álgebra débil por di-
cho operador generada, los operadores com-
pactos son densos débilmente [3, 4].

Bravo profundizó en su tesis doctoral
los resultados que sobre operadores llenos
se tenían en 1980 [5]. Entre los más impor-
tantes está el de permitir determinar la lle-
nitud de un operador invertible, a partir de
una propiedad distintiva que tenga un ope-
rador perteneciente al álgebra débil por él
generada.
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Karanasios, a mediados de los noven-
ta, caracteriza la propiedad de llenitud de
un operador a partir de su rango numérico
espacial, para operadores definidos en espa-
cios de Banach uniformemente convexos [6,
7].

Los autores antes señalados nos han
permitido presentar algunos resultados en
esta línea, que permiten modificar, generali-
zar algunos resultados originales debidos a
Karanasios y Bravo, e incluso resolver un
problema planteado por Bravo [8].

1. Preliminares

Para nosotros X será un espacio de Ba-
nach complejo y X* su espacio dual.

Análogamente B X( ) será la familia de
los operadores acotados sobre X. Un subes-
pacio M de X se llama invariante de T si
TM M� , donde un subespacio para noso-
tros será cerrado bajo la topología de la nor-
ma del espacio de Banach considerado.

Por lat T( ) entenderemos el conjunto de
todos los subespacios invariantes de T. Un
operador T se llamará lleno si TM M� , �M�
lat T( ).

Si T B X� ( ), el conmutante de T deno-
tará la familia de operadores

{ } { ( ): }T A B x A T T A�� � �� �

y A lat T S B X lat T latSlg ( ) { ( ): ( ) }� � �

Si � �D f B X f I f� � � �( ) : ( )* 1 , el

rango numérico del operador T, será el sub-
conjunto complejo � �W T f T f D( ) ( ):� � . Es

claro que si 	( )T es el espectro del operador
T, entonces W T T( ) ( )� 	 . Recuerde que si 

pertenece a los números complejos C, en-
tonces 
 	� ( )T , cuando el operadorT I� 
 no
es invertible. El subconjunto complejo
� 	( ) ( )T C T� � se le llama la resolvente del
operador.

Un operadorT B X� ( )se dirá casinilpo-
tente si 	( ) { }T � 0 . Análogamente diremos
que T B X� ( ) es de Riesz si tiene las siguien-
tes propiedades:

1. Si 
  0, entonces N T I( )� ���

ker( )T I� ��
 es de dimensión finita,
� �n 1. Además existe p�1 tal que
N T I( )� ���
 N T I p( )� 
 , � �n p.

2. Si 
  0, entonces R T I( )� ���

( )T I X� ��
 es un subespacio cerrado
� �n 1. Además existe p�1 tal que
R T I( )� ���
 R T I p( )� 
 , � �n p.

3. Si { }
 n n�
��

1 es una sucesión infinita de

valores propios del operador T y 
 
n �
entonces 
 � 0.

Una clase particular de lo operadores
de Riesz son los operadores compactos, don-
de T B X� ( ) es compacto si dada una suce-
sión { }x n n�

��

1 en X, tales que x Bn x� �

� �x X x
n

� �
�

��

: 1
1
, entonces existe una sub-

sucesión { }x n kk �

��

1 y un vector y X� , tales

que { }x yn kk �

�� �1 en norma. Se sabe que todo

operador compacto es de Riesz, al igual que
todo operador casinilpotente. Una buena re-
ferencia para estudiar los operadores de
Riesz, es la referencia [9].

Antes de enunciar los siguientes resul-
tados, recordemos que si { }x n n�

��

1 es una su-

cesión en X y x X� son tales que f x n( )�
f x( ), � �f X * , entonces se dice quex xn �

débilmente.

Teorema 1.1.
Si H es un espacio de Hilbert separable

y { }en n�
��

1 es una sucesión de vectores orto-

normales en H, entoncesen � 0 débilmente.

Demostración. Consultar Bachman
[10].

Teorema 1.2.
Si H es un espacio de Hilbert separable,

T B H� ( ) es un operador compacto, { }x n n�
��

1 es
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una sucesión en H, y x H� son tales que
x xn � débilmente, entonces Tx Txn � en
norma.

Demostración. Consultar Bachman
[10].

Teorema 1.3.

Si T B X� ( ) es un operador de Riesz,

entonces dim
( )

dimker( )
X

R T I
T I

�
� �

�
� ,

� � 0

Demostración. Consultar Dowson [9]

Una sucesión { , , }x x1 2 � en un espacio
de Banach X diremos que es básica, si cuan-

do �x n
n

x �
�

��

� 0
1

, entonces �n � 0, � �1 n. Por

[ , , ]x x1 2 � entendemos al subespacio cerra-
do generado por la sucesión { , , }x x1 2 � .
Cuando X x x� [ , , ]1 2 � diremos que la suce-
sión { , , }x x1 2 � es una base de Schauder
para X.

Valen los siguientes resultados:

Teorema 1.4. (Sarason)

Sea T B X� ( ). Si �( )T es la resolvente de
T y �

�
( )T es la componente conexa no acota-

da de �( )T , entonces:

1. Si 
 y 
 0 pertenecen a la misma compo-
nente conexa de �( )T , entonces
lat T( )� ��
 1 lat T( )� �
 0

1.

2. Si 
 ��
�

( )T , entonces lat T( )� ��
 1

lat T( ).

Demostración. Ver referencia [5], o el
trabajo de Sarason [11].

Teorema 1.5.

Si H es un espacio de Hilbert separable
y T B X� ( ) invertible, entonces T no es lleno,
si y sólo si, existe un vector no nulo x X� ,
tal que T x xn , � 0, � �n 1.

Prueba. Revisar en Bravo [5].

Un espacio de Banach X se dice unifor-
memente convexo, si dado ��0, 0 2� �� ,
existe un0� � tal que � �x y X, , x y� �1,

e x y
x y

� � �
�

� �
2

1 �. Análogamente se

dice que X es estrictamente convexo si da-
dos x y X, � tales que x y x y x y� � � � ,
son linealmente independientes. Todo espa-
cio de Banach estrictamente convexo es uni-
formemente convexo, siendo la inclusión re-
cíproca falsa en general. Sarason [11]
presenta una visión amplia de los espacios
uniformemente convexos como de la teoría
de las bases de Schauder.

Finalmente dada una red de polino-
mios { }P

�
, operadores A T B X, ( )� , diremos

que P T A
�
( )� fuertemente, si P T x Ax

�
( ) �

en norma, � �x X .

Además A T será el álgebra de todos los
operadores A B X� ( ), tales que existe una
red de polinomios { }P

�
, tal que P T A

�
( )�

fuertemente.

2. Operadores llenos en espacios
uniformemente convexos

En el siguiente teorema exhibimos una
prueba, ligeramente modificada, de un re-
sultado que aparece originalmente en
Karanasios [7].

Teorema 2.1 (Karanasios)

Sea X un espacio de Banach uniforme-
mente convexo y T B X� ( ). Si 0� ( )T , enton-
ces T es un operador lleno.

Demostración. Supongamos que T no
es lleno, existe por lo tanto M latT� tal que
TM M� , donde la inclusión es estricta.

Sea un vector unitario x M TM� � .

Usando el teorema de Hahn-Banach,
existe f X� * , tal que f TM( )� 0, f x( )�1.
Sea �( ) ( )A f Ax� , � �A B X( ). Es claro que
�� B X( )* , �( ) ( )I f x� �1, � � f .
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Si f �1, entonces � �1, lo que dice
que F T f Tx W T( ) ( ) ( )� � �0 , lo que conduce
a una contradicción.

Si f �1 y g f|M M� � * , considere-

mos el funcional h
g

g�
1

.

Como M es uniformemente convexo,
existe un vector unitario y M� , tal que
h y h( )� �1. Notemos que h TM( )� 0. Usan-
do el teorema de Hahn-Banach, existe
k X� * , k M h| � , k �1. Si definimos
�( ) ( )A k Ay� , � �A B X( ), se deduce que
� �� �( )I 1 y �( ) ( )T W T� �0 , lo cual es un
absurdo.

Observación 2.1. Sea X un espacio de
Banach uniformemente convexo yT B X� ( ).
Si T no es un operador lleno, de la demostra-
ción del teorema anterior deducimos que
existe un vector unitario x X� y un funcio-
nal unitario f X� * , tales que f x f( )� �

x �1 y f Tx( )� 0. Para una profundización
de esta observación, el lector puede consul-
tar a Karanasios [7].

En el próximo teorema, daremos una
nueva demostración, para espacios unifor-
memente convexos, de un resultado que
aparece inicialmente en Bravo [5].

Teorema 2.2.

Si X es un espacio de Banach unifor-
memente convexo, T B X� ( ) es un operador
de casi nilpotente lleno, M N latT, � con
M N� de manera estricta, entonces

dim
N

M
1.

Demostración. Si dim
N

M
�1, entonces

existe un vector no nulo x N� , tal que
N x M� � . Por el teorema de Hahn-Ba-
nach, existe un funcional unitario f N� * ,
tal que f x( ) 0, f M( ) { }� 0 . Como N es uni-
formemente convexo,

Existe un único y N� tal que
f y f y( )� � �1. Tenemos que
Ty y z z M� � �� ( ).

Si �� 0, entonces Ty M TN M� � � �

N M� , lo cual es una contradicción.

Esto dice que � 0 y por lo tanto
( )T I N M� �� .

Si �� 0, entoncesT y yn n� �� w w M, �

� � � � � � �f T x T w N Tn n n nn( ) � �

� � �
��

� lim
n

nn T 0, lo cual es una contra-

dicción. Es decir dim
N

M
1. Esto termina la

prueba.

Del teorema anterior podemos deducir
el siguiente importante resultado:

Corolario 2.1.

SiT B X� ( ) es invertible, donde X es es-
pacio de Banach uniformemente convexo y
S A T� (álgebra fuerte de los operadores) es
un operador casinilpotente lleno, entonces T
es lleno.

Demostración. Si T es invertible y no lle-

no, existe un M latT� , tal que dim
M

TM
�1.

Como M TM latS, � y S es casinilpotente, en-
tonces tenemos por el teorema anterior que

dim
M

TM
1, lo cual es una contradicción.

Corolario 2.2.

Si T B X� ( ) es unitario, donde X es un
espacio de Hilbert separable y S A T� (álge-
bra fuerte de los operadores) es un operador
de Riesz lleno, entonces T es lleno.

Demostración. Si T no es lleno, existe y
un vector unitario x X� tal que T x xn , � 0,

� �n 1. Es claro que� �T xn

n�

�

0
, forman una

base de Schauder para M x Tx T x� [ , , , ]2
� .

Además T M| no tiene valores propios y

dim
M

TM
�1.
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Si S A T� , entonces existe una red de
polinomios { }P

�
tal que P Tx Sx

�
� en norma,

� � � �x X M TM latS, . Además S es un
operador de Riesz lleno, tal que S M| es un
operador casinilpotente. De lo contrario
existe � un valor propio no nulo de S con
ker( )S I� 
 de dimensión finita. Como
ker( )S I latT� �
 , tenemos que T tiene un
valor propio, lo cual es un absurdo. Por otro
ladoTM M� de manera estricta. Por lo tanto
por el teorema anterior tenemos que

dim
M

TM
1, lo cual conduce a una contra-

dicción.

Corolario 2.3.

Si X es un espacio de Banach unifor-
memente convexo, T B X� ( ) es invertible y
casinilpotente, 0�W T( ) y M N latT, � tales
que M N� , donde la inclusión es estricta,

entonces dim
M

TM
1.

Demostración. Como 0� �W T T( ) es
un operador lleno.

El siguiente teorema generaliza un re-
sultado dado para espacios de Hilbert sepa-
rables por Bravo [5].

Teorema 2.3.

Si X es un espacio de Banach unifor-
memente convexo y T B X� ( ) es tal que
T � 
 , 
 	 	� �( ) ( )T Tp , entonces T I� 
 es
un operador lleno.

Demostración. Si T I� 
 no es lleno, en-
tonces existen x X� , f X� * tales que:
f x f x( )� � �1 y � �f T I x( )� � �
 0
f Tx T( )� � �
 
 , 
 
 	� � �W T Tesp p( ) ( ),
lo que es una contradicción (ver referencia
[13], página 93. theorem 8).

El siguiente resultado fue originalmente
planteado como un problema abierto por
Bravo [8].

Teorema 2.4

Si H es un espacio de Hilbert separable
y T B H� ( ) es invertible. A K A latT� � lg

A K A latT� � lg  �{ }T , A K� �1tal que A es
una isometría no escalar sobreyectiva, con
	 
 
( ) { : }A C� � �1 donde la inclusión es es-
tricta, K es un operador compacto y latT es
no trivial, entonces latT latT �1 es no tri-
vial.

Demostración. Si 	 p A K( )� es no vacío,
el resultado se sigue. De lo contrario pode-
mos suponer 	 p A K( )� es vacío y que T no es
un operador lleno. Por lo tanto existe
M latT� , tal que dimT M T Mn n� � �1 1. Aquí
T M T Mn n� � �1 { :x T Mn� x y, ,� 0 � �y

T Mn�1 }. Elijamos vectores unitarios en �

T M T Mn n� �1 .

Se tiene que Te e xn n n n� �
� �

� 1 2,
x T Mn

n
�

��2
2 (*) y ( )A K e e yn n n n� � �

�
! 1,

y T Mn
n

�

��1
1 (**).

Se deduce de (*) y del hecho de ser T in-
vertible que �n  0 y por lo tanto que
� ! � ! ! !n n n n n n� �

� � �1 1 , � �n 0.

Se sigue de (**) que

� �( ) ,A K I e e
n

� � �!0 0 0 0, � �1 n

� � �( )A K I!0 no es un operador lleno.

Por otro lado ( )A K e Ken n� � � �
2

1

Ae Ke Ke Aen n b, ,� � !0
2

1
2

� �
�

yn

1� � �Ke Ae Ke Ke Aen n n n, , .

Pasando al límite se deduce que

!0
2

1� .

Supongamos primeramente que

!0
2

1� .

Como 	 	( ) ( )A K A� � se deduce por
[14, pág. 96] que !0 � �

�
r lat A K(( )� �

!0
1))� � lat A K I( )� � �!0 ( )A K� � !0 es un

operador lleno, lo que conduce a una con-
tradicción.

Se concluye que !0 1� � � �( )A K en

!0en , lo que conduce a una nueva contra-
dicción.
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