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Resumen
En el presente trabajo se estudia el comportamiento del flujo de calor en el interior de esfe-

ras de polvo inhomogéneas en el contexto de Relatividad General, para modelar el enfriamiento
de sistemas estelares embrionarios y nebulosas oscuras. Empleando la ley de propagación cau-
sal de calor en la formulación dada por Triginert-Pavón se muestra que en una esfera inhomo-

génea, con densidad inversamente proporcional al radio
1

r k
, el flujo térmico estará controlado

por el valor del tiempo de relajación térmico, y que en consecuencia la luminosidad del glóbulo
de polvo evoluciona de manera diferente aun para pequeñas variaciones de tiempo de relaja-
ción. Este trabajo representaría una primera aproximación en el estudio de la evolución de sis-
temas autogravitante de interés astrofísicos como por ejemplo, los globulos de Bok.
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Heat causal propagation in inhomogeneus dust spheres
in general relativity

Abstract
In this work we study the behaviour of heat flux inside inhomogeneous dust spheres in

General Relativity, in order to modeling cooling of early stelar systems and dark nebulaes. Us-
ing the causal propagation law of heat flux of Triginert-Pavon we show that, in a inhomogene-

ous dust spheres with density proportional to
1

r k
, the termic flow will be controlated by the re-

laxation termic time, and in consequence, the luminosity of the the dust globule changes in dif-
erent ways for small variations of the relaxation time. This work represents, in this way a first
aproach in the study of the evolution of self-gravitating systems, like Bok globules.

Key words: Dust spheres; general relativity.

1. Introducción

En las primeras etapas de la evolución
de un objeto estelar, se cree que en general,

el estado inicial es altamente inhomogéneo,
es por ello que en este artículo se considera-
rá que la distribución de materia presenta
esta característica. La clase de soluciones a
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las ecuaciones de campo de Einstein, más
general que describen nubes de polvo esféri-
camente simétricas, independientes de la
condición de inhomogeneidad, fue dada por
Tolman (1), la cual fue posteriormente desa-
rrollada y estudiada por Bondi (2). Como un
caso particular de este tipo de soluciones es
la obtenida por Oppenheimer-Snyder (3),
quienes estudian una nube de polvo com-
pletamente homogénea con presión nula.

Sin embargo, estos modelos no incor-
poran la propagación de calor, esto es una
característica importante a la hora de mode-
lar las primeras etapas de formación estelar
y la dinámica de nebulosas oscuras (como
por ejemplo M16) existentes en el plano ga-
láctico (4). Así, en el estudio de esferas rela-
tivistas radiantes, es usual suponer que el
flujo de radiación (y de la conducción térmi-
ca) es proporcional al gradiente de tempera-
tura y por lo general el flujo de calor viene
dado por por la ley ley de Maxwell-Fourier (5)
ó Eckart (6) – Landau (7) en Relatividad Ge-
neral.

Sin embargo, la ley de Maxwell-Fourier
es acausal ya que la misma, conduce a una
ecuación parabólica para la temperatura
(ecuación de difusión) que predice la veloci-
dad de propagación de la perturbación tér-
mica con velocidad infinita (8). Así, las for-
mulaciones de Eckart y Landau presentan
el mismo problema ya que son extenciones
de ley de Maxwell-Fourier a la relatividad
General (9).

El problema de la causalidad presente
en la formulación de Maxwell-Fourier fue re-
suelto por Cattaneo (10) (en el marco de la
teoría de los gases), quién consideró que el
tiempo de relajación no es despreciable, de
este modo, la formulación de Cattaneo esta-
blece que el flujo de calor comienza un tiem-
po �, después de establecido el gradiente de
temperatura. La versión relativista de la ley
de Cattaneo, fue obtenida por Triginert-Pa-
vón (11)

En el presente trabajo se estudiará una
esfera no-homogénea � �( )r , sin presión

(polvo), en la que se considera la propaga-
ción de calor bajo la ley de Cattaneo (causal),
en su versión relativista dada por Trigi-
nert-Pavón, con ello se pretende encontrar
una ecuación para el flujo de calor que per-
mita describir la propagación del calor den-
tro de la esfera. En la sección 2, se presentan
las ecuaciones de campo obtenidas al consi-
derar una métrica simetricamente esférica y
en un sistema comóvil de referencia con uni-
dades geometrizadas (G = c = 1). En la sec-
ción 3 se presenta la solución de estas ecua-
ciones considerando que la densidad solo

varía radialmente como
1

r k
, se asume esta

condición con el fin de realizar, en primera
aproximación, un estudio del fenómeno en
un modelo estelar simple, ademas esta con-
dición permite la resolución de las ecuacio-
nes de una forma m,as directa. En la sección
4 se presentan los resultados obtenidos y
una discución de los mismos. Finalmente en
la sección 5 se presentan las conclusiones
del trabajo.

2. Ecuaciones de Campo

Se considerará que el espacio-tiempo
será descrito por la métrica (12):

ds e dt e dr r d sen d2 2 2 2 2 2 2� � ( ).[1

]

En el sistema comóvil de coordenadas,
la cuadrivelocidad viene dada por:

u e� �

( , , , )2 0 0 0 [2]

Se usará un tensor de energía-impulso
con propagación de calor dado por:

T u u P u u g q u q u�� � � � � �� � � � �� ( ) [3]

donde � es la densidad de masa-energía; P
es la presión isotrópica y q

m
es el cuadrivec-

tor flujo de calor el cual cumple con la rela-
ción (13) q q� ��1 .

Así las ecuaciones de campo son:
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8
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[4]

e
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[5]

e

r

�

�
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2 2 2
0

2

[6]

Una cuarta ecuación proviene de la ley
de propagación de calor de Triginert-Pavón,
esta ecuación se presenta, considerando el
elemento de línea [1] como:

�
��

e
dq

dt
q q T2

2

�

[7]

Para determinar el gradiente de tempe-
ratura se usa el método propuesto por He-
rrera y Falcón (14) de modo que la ecuación
[7] se convierte en:

�
��

e
dq

dt
q q q

t b

dMAX
2

2

�

exp
2

[

8]

donde se ha escogido la forma de un pulso
gaussiano mostrado en la Figura 1 para el
gradiente de temperatura.

En la siguiente sección se resolverá el
sistema presentado por las ecuaciones [4-6]
y la ecuación [8] para el caso de una esfera
formada por un fluido sin presión (polvo) y

con densidad variando como
1

r k
.

3. Resolución de las Ecuaciones

De la ecuación [4] se obtiene:

e
m

r
� 1

2
, [9]

donde

m r dr
r

4 2

0

� � , [10]

Por otro lado, la masa total de la esféra
viene dada por:

M dVT

R

�
0

[11]
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Figura 1. Flujo de calor q (g/cm2-seg) para tiempo de relajación �=0 seg.



Ahora bien, como se mencionó ante-
riormente, se considerará que la densidad
es de la forma:

�

0 0

0

r
B

r
r

k

[12]

Insertando la ecuación[12] en [11] se
tiene:

M
k

R BT
k4

3
3�

( )
[13]

Así, de la expresión anterior se despeja
el valor de B, el cual es insertado en la ecua-
ción [12], ello permite encontrar la función
m de la ecuación [10], de modo que de la
ecuación [9] se obtiene el coeficiente métri-
co:

e
M

R
RT

k

k� 1 2
3

2 [14]

Usando la expreción anterior y de la
ecuación [5], se tiene:

e

M

R
r

M

R
r

T

k

k

T

k

k

k

�

1 2

1 2

3 0
2

3

2

1

2

[15]

Ahora de la ecuación [8], tomando en
cuenta las expresiones [14] y [15], se tiene
que el flujo de calor viene dado por la expre-
sión:

dq

dt
Hq q H

t b

dMAX exp
2

[16]

donde H
e

�

�

2

. En la siguiente sección se

muestran los resultados obtenidos.

4. Resultados y Discusión

Al integrar la ecuación [22] y conside-
rando que los tiempos estudiados son mu-
cho mayores que el tiempo de relajación, se
obtiene:

q r t H
d

q t b H
d

q HMAX MAX( , ) ( )
�

2 4

2
2 [17]

Se evaluó la ecuación anterior en la su-
perficie (r = R), a fin de observar como es el
flujo de calor en dicho punto. Además se le
dieron a las constantes qMAX , b y d de la
ecuación [16] los valores de 90, 0 y 2 respec-
tivamente, ello se hizo con el fin de ilustrar el
fenómeno estudiado.

En la Figura 2 se muestra el comporta-
miento de la ecuación [17] para un tiempo
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Figura 2. Flujo de calor q � 105 (g/cm2-seg) para tiempo de relajación � 0 001, seg.



de relajación � 0 001, s y se observa que la
cantidad de calor propagado en la esfera es
menor en este caso que en el caso cuando se
considera que el tiempo de relajaciópn es
nulo (Figura 1).

En las Figuras 3 y 4 se muestra el com-
portamiento del flujo de calor en la superfi-
cie para los tiempos de relajación � 0 05, sy
� 0 3, s respectivamente. En cada caso se
observa que la cantidad de calor propagado
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Figura 4. Flujo de calor q (g/cm2-seg) para tiempo de relajación � 0 3, seg.

Figura 3. Flujo de calor q (g/cm2-seg) para tiempo de relajación � 0 05, seg.



a través de la superficie de la esfera aumenta
con el tiempo de relajación, en comparación
al caso donde el tiempo de relajación es
nulo, la cantidad de calor propagada sigue
siendo menor.

5. Conclusiones

Se obtuvo una expresión que describe
el flujo de calor dentro de la esfera de polvo
(ecuación [17]). Dicha expresión fue evalua-
da en la superficie para observar el enfria-
miento de la misma. Se observa que al eva-
luar en la superficie de la esfera (r = R), el
comportamiento del flujo de calor (ecuación
[17]) es el mismo para cualquier valor de k.
Por otro lado, se observa que el flujo de calor
depende del tiempo de relajación como se
mostró en las Figuras 2-4, el tiempo de en-
friamiento del objeto aumenta con el tiempo
de relajación, que el tiempo de enfriamiento
de la esfera es directamente proporcional al
tiempo de relajación, como era de esperarse.

Por otro lado, la cantidad de calor pro-
pagada a traves de la superficie de la esfera,
es proporcional el tiempo de relajación como
se mostró en las Figuras 2-4, sin embargo en
cada caso se observa que la cantidad de ca-
lor propagada es menor en comparación al
caso cuando se considera que el tiempo de
relajación es nulo, esto significa que a medi-
da que el tiempo de relajación aumenta, la
energía tarda más en llegar a la superficie de
modo que la energía remanente contribuye
al flujo total a través de la superficie.

Estos resultados podrían servir como
primera aproximación al estudio de siste-
mas astrofísicos reales con propagación de
calor, en particular esferas de polvo, tales
como los globulos de Bok (15), que represen-
tan las primeras fases de la formación de es-
trellas.
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